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摘 要 


本 文 主要 研究 了 一 阶 、 二 阶 脉 冲 微分 方程 的 周期 边 值 问题 的 周期 解 的 存在 
性 问题 , 以 及 脉冲 微分 方程 应 用 于 具体 的 生物 模型 , 对 生物 资源 脉冲 捕获 的 最 优 
开发 问题 . 综合 了 作者 在 攻读 博士 学 位 期 间 的 完成 的 系统 的 论文 成 果 . 

全 文 共 分 成 五 章 : 

第 一 章 作 为 准备 知识 给 出 了 本 文 要 用 到 的 相关 内 容 ,其 中 包括 非 线性 泛 函 分 
析 理 论 和 脉冲 微分 方程 理论 . 

第 二 章 给 出 了 时 汗 Lotka-Volterra 型 和 具有 有 限时 滞 的 一 阶 脉冲 微分 方程 周 
期 边 值 问题 存在 周期 解 的 充分 条 件 . 并 且 具 体 讨论 了 生态 学 中 所 提出 的 各 类 时 汕 
脉冲 微分 方程 模型 , 包括 : logistic 模 型 , 红细胞 再 生 模型 、 绿 豆 晶 模 型 和 多 个 偏差 
变 元 的 周期 Logistic 方 程 等 . 得 到 了 一 些 新 成 果 , 推广 并 改进 了 已 有 的 相关 的 成 果 . 

第 三 章 是 关于 有 奇异 的 二 阶 脉 冲 微分 方程 周期 边 值 问 题 的 周期 解 的 存在 性 
问题 . 众所周知 , 二 阶 脉冲 微分 方程 具有 非常 重要 的 物理 意义 . 本 章 所 使 用 的 方法 
是 Leray-Schauder 抉 择 及 锥 不 动 点 定理 . 

第 四 章 利用 重合 度 理论 , 研究 了 具体 的 非 自治 脉冲 微分 方程 互惠 模型 和 捕食 
者 食 模型 的 脉冲 周期 解 的 存在 性 问题 

第 五 章 结合 实际 的 可 操作 的 原则 , 考虑 对 资源 的 开发 是 间隔 性 的 , 是 脉冲 式 
进行 的 , 用 脉冲 开发 的 假设 去 研究 资源 的 可 持续 发 展 问题 , 获得 脉冲 周期 解 的 全 
局 稳定 性 和 最 优 的 捕获 策略 . 推广 了 Canada 学 者 Clark C W 的 关于 可 更 新 生物 次 
源 的 最 优 开发 的 经 典 结果 . 

在 论文 的 最 后 , 总 结 了 论文 的 创新 点 提出 了 论文 的 改进 方向 以 及 研究 中 所 参 
考 的 主要 文献 


关键 词 ; Pegi 周期 解 ; 存在 性 ; 奇异 ; Leray-Schauder 抉择 ; 锥 不 动 


Abstract 


This paper discuss mainly the existence of positive solutions to periodic boundary 
value problems for first or second order impulsive differetial equations. In addition, 
impulsive differential equations applies to biological system, meanwhile, the optimal 
harvest policy with impulsive harvest is considered. 

This paper include most of research work when the author persue her Ph.D. degree. 

The whole contents is divided into five chapters. 

Chapter 1, as the beginning of this paper, offers some relative knowledge, such as 
preliminary qualitative theory of differential equation, basis theory of nonlinear func- 
tional analysis, theory of impulsive differential equation. 

Chapter 2, we obtained the existence positive periodic solutions of periodic bound- 
ary value problem for first order Lotka-Volterra integral differential equation with im- 
pulse effects and first order impulsive differential equation with delay. We mainly con- 
cerns the existence of the nonlinear continuous systems that have previously appeared 
in the population dyanmics literature such as single species logistic growth models, the 
model of blood cell production, and so on. New easily verifiable sufficient conditions 
are derived which improve and generalize related results. | 

Chapter 3, Focuses on the existence positive periodic solution of periodic bound- 
ary problem for second order impulsive differential equation. As we all know the sec- 
ond order impulsive differential equation has much important physics significance to 
study. The method used here is alternative Leray-Schauder type and on the krasnosel- 
skii fixed point theorem, and studied the periodic solution of repulsive singular differ- 
ential equation with impulse effects. 

Chapter 4, using the coincidence degree. and the priori estimations, discuss the 
nonautonomous impulsive differential equations, including a predator-prey system and 
a cooperative systems. 

Chapter 5, combined the feasible principle, specially consider supposition of im- 
pulsive harvest and study sustainable development of biologic resources under the im- 
pulsive harvest, derive the existence and global asymptotically stability of impulsive 


periodic solution, furthermore, the optimal harvest policy is obtained. The classical re- 


II 


sults of Clark's for the management of renewable biological resources are generalized. 


At the end of the paper, it is proposed the remark of this paper and the further 


study direction, many related references are listed. 


Key Words: Impulsive differential equation with delay; Periodic solutions; Exis- 
tence; Singular; Alternative of Leray-Schauder; krasnoselskii fixed point theorem; Co- 


incidence degree; Optimal harvesting policy for renewable biological resources. 
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脉冲 现象 作为 一 种 瞬时 突变 现象 , 在 现代 科技 各 领域 的 实际 问题 中 是 普遍 存 
在 的 . 许多 实际 问题 的 发 展 过 程 往往 有 这 样 的 特征 : 在 发 展 的 某 些 阶段 ,会 出 现 
快速 的 变化 . 为 方便 起 见 , 在 这 些 过 程 的 数学 模拟 中 , 常常 会 忽略 这 个 快速 变化 的 
持续 期 间 而 假设 这 个 过 程 是 通过 有 瞬时 突变 米 完 成 的 . 这 种 突变 现象 通常 称 之 为 肪 
冲 现象 . 脉冲 现象 在 现代 科技 各 领域 的 实际 问题 中 是 普遍 存在 的 , 其 数学 模型 往 
往 可 归结 为 脉冲 微分 系统 . 脉冲 微分 系统 最 突出 的 特点 是 能 够 充分 考虑 到 瞬时 突 
变现 象 对 状态 的 影响 , 能 够 更 深刻 、 更 精确 地 反映 事物 的 变化 规律 . 近年 最 新 科 
技 成 果 表 明 , 这 类 系统 在 航天 技术 、 信 息 科 学 、 控 制 系统 、 通 讯 、 生 命 科 学 、 医 
学 、 经 济 领域 均 得 到 重要 应 用 . 

对 脉冲 微分 方程 的 研究 始 于 1960 年 VD.MiPman 和 A.D.Myshkis 的 工作 见 文 
PRESL 自 20 世 纪 80 年 代 , 逐步 引起 广大 专家 、 学 者 的 关注 并 致力 于 从 理论 上 对 其 
进行 研究 . 到 80 年 代 末 对 其 研究 已 有 一 些 重要 的 成 果 发 表 . 例如 , 建立 了 关于 依赖 
于 状态 的 脉冲 微分 系统 的 基本 理论 , 关于 脉冲 微分 不 等 式 的 一 些 重 要 结果 , 关于 
脉冲 微分 方程 的 稳定 性 基本 定理 等 . 这 些 结果 已 被 VLakshimikantham 等 进行 了 
REN BE WIRE], 这 一 时 期 的 研究 成 果 的 特点 是 所 考虑 的 系统 只 含 脉冲 而 不 
SH. 

自 90 年 代 以 来 脉冲 微分 方程 作为 非 线 性 微分 系统 领域 的 一 个 新 的 分 支 , 更 
加 引起 专家 的 重视 和 兴趣 , 关于 解 的 稳定 性 53-103440、 摄 动 性 名、 解 的 有 界 
性 [85.139] 已 获得 一 批 新 的 重要 的 研究 成 果 , 如 得 到 具有 有 界 澡 量 或 无 穷 时 滞 的 脉 
冲 泛 函 微 分 方程 解 的 唯一 性 定理 65 中、 整体 存在 性 定理 44.85]、 延 展 定理 、 及 解 的 
连续 依赖 性 定理 ; 利用 高 阶 导数 V 函 数 法 、 变 分 V 函 数 法 , 部 分 变 元 V 函 数 法 等 新 
方法 给 出 脉冲 报 动 微分 系统 、 脉 冲 混 合 微分 系统 、 脉 冲 泛 函 微分 系统 等 关于 测 
度 的 稳定 性 定理 (47,148,149], 关于 脉冲 微分 系统 的 边 值 问题 也 有 了 一 些 很 好 的 结 
果 [11,46,50-57,60-64.87,92.97] 对 于 脉冲 自治 系统 的 几何 理论 和 脉冲 偏 微分 系统 振动 
理论 等 问题 的 研究 都 取得 了 很 大 的 进展 . 这 些 结果 被 倩 希 林 等 系统 的 总 结 参见 文 
BAG. 

Bie 35:35:26:2002 41 YR T EAE ICAI) T e E e REB p M Fr FUOD, 其 中 
包括 在 药物 动力 学 , 种 群 动力 学 , 传染 病 模 型 以 及 可 再 生 资源 的 最 优 管理 方面 的 
应 用 . 并 且 具 体 讨论 了 Lotka-Votterra 生 态 数学 模型 , 传染 病 模型 等 在 有 脉冲 的 情 


况 下 的 持久 性 ， Rtg Ue de 


出 了 连续 和 离散 的 范围 . SE Renn 

由 于 在 现实 生活 中 我 们 经 常会 看 到 一 些 周期 的 脉冲 现象 , 例如 : 时 间 的 周期 
”性 , 许多 种 群 的 出 生 是 不 连续 的 , 而 是 在 一 些 固定 的 时 间 点 《如 某 些 野生 动物 的 
出 生 是 季节 性 的 , 可 以 把 在 这 些 点 种 群 的 出 生 看 作 是 对 种 群 系统 的 脉冲 , 因此 用 
脉冲 微分 方程 周期 系统 能 够 更 精确 的 描述 这 种 种 群 系统 的 特征 . 对 脉冲 微分 方程 
周期 系统 理论 研究 中 的 一 个 基本 问题 是 对 方程 解 的 存在 性 的 研究 , 确定 是 否 存在 
有 周期 解 、 什 么 条 件 下 存在 周期 解 . 周期 解 理论 无 疑 是 脉冲 微分 方程 理论 研究 中 的 
一 个 重要 课题 . 周期 解 的 存在 性 的 讨论 通常 往往 有 两 种 办 法 , 通过 估计 解 的 可 能 
的 界 , (1) 利 用 重合 度 理论 得 出 解 的 存在 性 ; (2) 利 用 上 下 解 的 理论 也 可 以 得 出 解 的 
存在 性 . 然而 任何 一 种 证 明 方法 都 有 它 的 局 限 性 事实 上 , 在 实际 操作 中 是 比较 难 
估计 解 的 上 界 和 下 界 的 . 

本 文 主要 研究 脉冲 微分 方程 周期 边 值 问题 周期 解 的 存在 性 及 其 在 生态 系统 
中 的 应 用 , 还 有 可 持续 生物 资源 的 脉冲 式 开发 问题 . 

本 文 主要 安排 如 下 : 第 一 章 给 出 了 证 明 本 文 主要 结论 时 所 要 用 到 的 一 些 预备 
知识 ; 第 二 章 讨论 了 一 阶 时 滞 Lotka-Voiterra 型 脉冲 微分 方程 和 一 阶 有 限时 潍 脉 冲 
微分 方程 周期 解 的 存在 性 ; 第 三 章 证 明了 二 阶 脉冲 微分 方程 周期 解 的 存在 性 条 件 
并 重点 讨论 了 二 阶 奇异 脉冲 微分 方程 解 的 存在 性 ; 第 四 章 研究 了 具体 的 非 自治 肪 
冲 微分 方程 互惠 模型 和 捕食 者 食 模型 的 脉冲 周期 解 的 存在 性 问题 . 第 五 章 结合 实 
际 的 可 操作 的 原则 , 用 脉冲 开发 的 假设 去 研究 资源 的 可 持续 发 展 问题 , 获得 脉冲 
周期 解 的 全 局 稳定 性 和 最 优 的 捕获 策略 . 推广 了 Canada 学 者 Clark C. W 的 关于 可 
更 新 生物 资源 的 最 优 开发 的 经 典 结果 . 


第 一 章 MBAR 
本 论文 主要 考虑 一 阶 脉 冲 微分 方程 的 周期 解 的 存在 性 以 及 具有 周期 边 值 条 
件 的 一 阶 、 二 阶 脉 溃 微分 方程 解 的 存在 性 问题 . 并 且 讨论 了 有 奇异 的 脉冲 微分 方 
程 解 的 情况 。 接 下 来 结合 实际 情况 , 考虑 可 更 新 资源 的 最 优 开发 问题 . 考虑 对 资 
源 的 开发 是 间隔 的 、 脉 冲 式 的 . 用 脉冲 开发 的 假设 去 研究 资源 的 可 持续 发 展 问 
题 . 为 此 我 们 先 给 出 一 些 后 面 要 用 到 的 定理 和 一 些 相 关 知识 , 主要 来 自 文献 [器 . 


1.1 锥 不 动 点 理论 


定理 1.1 (Arzela-AscolizE EE) 集合 McC(V RD 相对 紧 的 充分 必要 条 件 是 : 

DEA MH BARA A, 即 存在 常数 K > 0, 使 得 对 一 切 w = ul) e M, 都 
"Hu(t) x K, Nt€J; 

(DRA MH HY 函数 等 度 连 续 , 即 对 任 给 的 s > 0, 存在 5 = (e) > 0, 14 47 € 
J, b €J Mi -th < SRT, IHES Ku = u(r) e M, BB) - ulh) < e. 
定义 1.1 RE 是 一 个 拓扑 空间 ,了 Yc E, 若 存 在 连续 算 子 + : E 5 X, 使 当 x c XM 
有 r(x) = x, 则 称 X 是 E 的 一 个 收缩 核 , 算 子 x 称 为 是 一 个 保 核 收缩 . 
定理 1.2 实 Banach FEE 中 的 任何 非 空 凸 闭 集 X 都 是 E 的 收缩 核 ; 并 且 对 于 任意 
的 c > 0, 存在 保 核 收缩 yo, 使 


lx -re(xl < (1+ a)p(x,X), Vxek, 


Ht p(x, XRD HBR. 
定理 1.3 WX 是 实 Banach 空间 E 中 的 一 个 收缩 核 , 对 于 X 的 每 个 有 界 开 集 U cX, 
WA: 0 o X&X Sk BTEOU E WCG I E RR (BILAx e x), 其 中 和 9U 分 别 是 DU 相对 
Taxi EL AIO FR, Ur EE BIA, U X) B AATEU ETE XE AI 9) BBM, 满足 
下 面条 件 : 

(i) 正规 性 : 若 4 : 也 一 UR BEF, Wild, U, X) - 1; 

i) 可 加 性 : pPUHUEUI E 7B A a fe, BIET E FOH 
BATEUA (V1U U2) 上 没有 不 动 点 , 则 


i(A, U,X) = i(4, Ui, X) + (A, Us, X). 
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RENA, Up X) = (Alu, Urn X) (121,2); 

(iii) 同 伦 不 变性 : RH : [0,1] x U — X XE tE, 使 当 (1,x)€ [0,1] x UR, 1E 
8 H(t,x) +x, Wi(H(t),U, X) SG X; 

(iv) 保 持 性 : 车 Y 是 X 的 收缩 核 , 4(U) c Y, 则 


i(4, U.X) = (A,Un EY) 


ix Bi(4, Un X; Y)- i(Aluny, Un Y, Y); 


i(4, U,X) = (A, V, X); 


(vi 可 解 性 : #4, U, X) 0, 则 4 在 U 中 人 至少 有 一 个 不 动 点 . 
定理 14 设 9e 9.4: PNT PEDESET, HAE 


Ax = px,x€PNIQ> p « I. 


那么 必 有 i((4, PNQ,P)=1. 


定义 1.2 X 是 一 个 Banach 空间 ,天 是 X 中 的 非 空 闭 集 . AK 满足 下 面 的 条 件 

(i) “uve KW, ou Buc K, a, B 0. 

(ii) u, ~u € K 4 A(X du = 0. 

MK 是 一 个 锥 . | 
定理 1.5 E X — (X, E ^ Banach ^zTEJ, KE X = (XII) PESE, r R(0 <r <R)A 
常数 . EO: OROK > K(Qr = (x € X, Ix] < RJ) 全 连续 , 如 果 满 足 条 件 

(i)x#ADx, Ac[01] xe KNAQ,, 

(让) 存在 y € KO 使 得 x + Ox + dp xe KNAQR 和 5 > 0. 

. Wo EK {xe X:r «ll <R} 中 必 有 一 个 不 动 点 . 


定理 1.6 定理 1.1 中 ,如 果 (i) AG) 换 为 
üY*xz4$x, Ae[01] xe KNAQR, 
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GD 存在 y € KO) 使 得 x Ox có. xe KNAQ, flló > 0. 
WO ZEKn(xe Xi r < l< R)HUD S — 1T 7 A. 
定理 17 设 XX 是 一 个 Banach 空 间 , K AX 中 的 锥 . HO), 02 BX 中 的 开 集 且 8 E 
Qi Q1 C Q5. 0: Kn (Q2 Q1) > K BEART EB 
(i) Ill < lxll, Vx € KN ANI, 
(it) 存在 ye KO 使 得 xz Q@x+ for x e Kn0Q» 和 4>0. 
则 @ 在 KN(Qz\Q1) 中 必 具 有 不 动 点 . 
定理 1.8 定理 1.3 中 , WRG AG) RA 
(1)* [xl < llxll, Vx e & 895, 
(iy 存在 ye KO 使 得 x x Ox + Ay for xe KNIN and A» 0, 
则 @ ZEK ^ (02 X 81). 中 具有 一 个 不 动 点 . 


1.2 Leray-Schauder 不 动 点 理论 


定理 1.9 (Leray-Schauder 不 动 点 定理 ) SC 为 Banach 空 间 中 的 一 个 闭 凸 集 , 如 
果 f:C -3C 且 f 是 紧 的 (C 中 的 有 界 集 映 为 相对 紧 集 ), Wf 在 C 中 有 一 个 不 动 点 . 


定理 1.10 Banach 空 间 中 的 一 个 凸 紧 集 有 一 个 不 动 点 . 


定义 1.3 Wf: X X, X JjBanach z[8, 如 果 存 在 一 个 x > 0, Ed =r, Bf) E 
Ax, VÀ» 1, 则 称 f 满足 Leray-Schauder 边 值 条 件 . 


定理 1.11 (Leray-Schauder 抉择 定理 ) 令 f :了 一 了 是 全 连续 的 且 如 果 f 满足 Leray- 
Schauder 边 值 条 件 , 则 /有 一 个 不 动 点 . 


1.3 重合 度 理 论 


4X,Z 是 赋 范 向 量 空间 , L: DomL c 天 一 > 2 为 线性 映射 , N: X A Z 为 连 
续 映 射 如 果 ImL 是 Z 的 闭 子 空间 且 KerL = codimlmL < +00 则 称 L ET 3E 18 
标的 Fredholm 的 映射 MRL 是 个 零 指 标的 Fredhoim 的 映射 , 则 存在 连续 投 
ÉEP:x—XQ:Z-—oZ 使 得 ImP = kerL,kerQ = ImL = Im- Q). WL\domL A 
KerP : (I - p)X — ImLu[ if i X3 BR AK, K 是 X 中 的 一 个 有 界 开 集 , 如 
RONO) BK,U- ON:Q — X BAW. 则 称 映射 N 在 Q 上 是 L- 紧 的 , H Fm 
与 KerL 同 构 , AMET RAT : ImQ — KerL. 
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定理 12 工 是 指标 为 零 的 Fredholm 的 映射 , N 在 5 是 [_ 紧 假设 
(a) 对 任意 的 4e (0, 1), 方程 Lx = 4Nx 的 解 ,满足 x € 00; 
(D 对 任意 的 ONx +0, x e 3AN Ker H. 


deg( JON, OnKerL,0) + 0 


则 方程 Lx = Nx 在 domLNQ 内 至 少 存在 一 个 解 . 


第 二 章 ——WB t 


由 于 地 球 的 自转 和 公转 所 造成 周期 性 变化 的 环境 因素 , 使 很 多 自然 现象 都 具 
有 周期 性 , 例如 :白天 、 墨 夜 的 周期 性 变化 (日 周期 ); 春 、 夏 、 秋 、 冬 一 年 四 季 的 
周期 性 变化 (年 周期 ) 等 等 , 这 些 自然 现象 的 周期 性 变化 , 是 影响 生物 种 群 增长 的 
重要 因素 , 生物 的 周期 性 就 是 对 这 些 周 期 现象 适应 的 结果 , 例如 : 光 周 期 、 温 周期 
等 . 人 类 的 一 些 周 期 性 行为 (如 :周期 性 捕 猪 ) 对 生物 种 群 的 发 展 也 产生 重要 的 影 
响 . 生态 系统 及 其 参数 受 季节 变化 、 事 物 增 减 等 因素 的 影响 , 发 生 周期 性 变化 ,为 
了 正确 地 模拟 这 种 变化 , 需要 系统 引入 周期 项 , JM. Cushing/599196101148 n, 考虑 
生态 系统 的 周期 于 扰 和 生态 参数 的 周期 性 变化 是 重要 而 合理 的 . 

时 间 的 沾 后 (时 滞 ) 是 影响 生物 种 群 增长 的 又 一 重要 因素 , 在 许多 情况 下 , E 
物种 群 的 密度 变化 对 增长 率 的 影响 效应 都 不 是 瞬时 发 生 的 , 而 是 有 时 间 延 迟 的 ， 
例如 : 对 繁殖 前 期 较 长 的 物种 , 高 密度 对 出 生 率 的 影响 往往 出 现在 较 长 时 间 以 后 . 
因此 在 生态 学 数学 模型 的 研究 中 , 为 了 更 真实 地 反映 客观 世界 , 实 滞 是 一 个 不 可 
忽略 的 重要 因素 . 

脉冲 效应 也 是 影响 生物 种 群 增长 的 重要 因素 , 如 果 考 虑 到 捕获 、 狩 猪 等 突 发 
因素 的 影响 , 那么 带 有 脉冲 的 生态 模型 就 要 比 没有 脉冲 的 生态 模型 更 加 符合 实 
际 

本 章 综合 考虑 实际 生态 过 程 中 的 周期 性 、 时 灌 性 和 脉冲 效应 , 来 研究 脉冲 时 
河 微 分 方程 模型 . 对 于 周期 、 时 灌 、 脉 冲 微分 方程 所 描述 的 种 群 增长 模型 , 一 个 
自然 的 问题 就 是 是 否 存 在 周期 解 、 什 么 条 件 下 存在 周期 解 . 本 章 主要 利用 锥 不 动 
点 定理 讨论 周期 、 时 灌 一 阶 脉冲 微分 方程 模型 的 周期 正解 的 存在 性 问题 . 

目前 ,对 于 泛 函 微分 方程 和 脉冲 微分 方程 的 稳定 性 和 周期 解 的 存在 性 问题 的 
讨论 已 有 了 广泛 的 研究 (参见 文献 L573.153). 而 对 于 有 脉 促 的 一 阶 泛 函 微分 方程 
的 稳定 性 和 周期 性 的 研究 也 有 了 一 些 初 步 的 不 错 的 成 果 B4-3648]. 

XO 利用 重合 度 理论 讨论 了 依赖 于 状态 的 一 阶 脉冲 微分 方程 


[ 3t) = SEx), (Q9, 
i Axlrori(x) En Ix), k=1,2,--- p 


至 少 存在 一 个 解 . 


XD) 利用 上 下 解 的 理论 讨论 了 一 阶 脉 冲 微分 方程 


eae Eg, ae. te [0T] - (6.0. stp), (2.1) 


x(G) = x(t) + (t), k= 1,2, p. 


至 少 存在 一 个 正解 . | 

XI, 利用 Schaefferxs 定 理 得 到 了 一 阶 脉冲 微分 方程 系统 (2.1) 的 周期 边 值 问 
题 至 少 存在 一 个 解 的 充分 条 件 . 

XBA, 讨论 了 有 脉冲 的 一 阶 泛 函 微分 方程 


( i) + a(Dx(D+ F(x) =0, ttg, ae. te R, 
bene xt Mito). KEN 


零 解 的 一 致 稳定 性 和 一 致 渐 近 稳 定性 . 
文 [5], 进一步 改进 了 文 18 的 结果 , 得 到 解 的 稳定 性 和 一 致 渐 近 稳定 性 的 充分 
条 件 , 而 且 利 用 leggett-williams 不 动 点 定理 和 Mawhin 重 合 度 理论 讨论 了 系统 


( (0) + a(Px(D) + F(x) =e), ttj, ae. t€ R, 
| x(tf) = x(q) + (x(t), KEN, 
正解 的 存在 性 . 


最 近 , 文 29 利 用 锥 不 动 点 定理 研究 了 下 面 的 广义 非 自 治 的 泛 函 微分 方程 单 
个 周期 正解 的 存在 性 


(0 = -a(0y() + 2(6y(t - 1()). (2.2) 
其 中 a € C(R,(0,00)), TE C(R,R), g € C(RX [0, oo), [0,00)), Ea, 7, g 都 是 w- 周 期 通 数 . 
w> 0 为 常数 . 
引 理 2.1 [26] 如 果 下 面条 件 成 立 


t, 
(i) liminf min gliu) >1 和 limsup max gv) «1 
ul0 ie[0,w] a(f)u ufo telu] a(t)u 


(ii) limsup max su) «1 和 liminf min = gliu) 


ulo f0) altu wje tel0,w) a(t)u 


则 方程 (2.2) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 正解 . 


众所周知 ， 讨 论 泛 函 微分 方程 (2.2) 是 具有 非常 重要 的 实际 意义 的 , 它 可 以 包 


括 许 多 生物 数学 模型 . 
例如 , 广义 泛 函 微分 方程 871 


HD = -a(DyO + b) f. yt — 70). 
红细胞 再 生 模 型 [10.12,1 
HD = —a(Ny(t) + b()e BV, 


更 广义 的 红细胞 再 生 模型 [1012.17.19 


E ES EE mon, 


1+yt-—T())y" 


y- 


XÒ = —-a(t)y(t) * b()) 1 +y(t — TY 


和 广义 绿豆 晶 模 型 [10, 12, 15, 16, 18] 


HA = —a(tyy(t) + byl- Ae COMO), 


因此 对 模型 (2.2) 的 研究 具有 非常 重要 的 理论 和 实际 意义 . 


2.1 H]iÉLotka-Volterra 型 一 阶 脉 冲 微 分 方程 
本 节 主 要 讨论 下 面 系统 的 周期 解 的 存在 性 问题 


f. 0 
i O=-ayO+ f KOEKA rij 
Uu) = (ts) + 10). jeZ, tty, 


其 中 


(2.3) 


(2.4) 


(2.5) 


Q.6) 


Nou 


(2.8) 


G1) IEH AG) 分 别 表示 yx) 在 := RAZR, y Et; RAE 
SE AY; 

(412) : a(t) € C(R,(0,00)), K(r) € C((799,0], [0,00)) Hf? K(r)dr = 1. ge C(Rx 
[0, co), [0, c0), Z; € C([0, co), [0,00)), Fafi), gt, y) 都 是 w- 周 期 函数 . w > 0 是 常数 ; 

(43) : 存在 一 个 正 整数 p us m tj, Ip m Ij € Z. 不 失 一 般 性 , RN 
假设 [0, w) Dj: FEZ} = {http} 


2.1.1 周期 解 的 存在 性 


我 们 首先 考虑 “线性 问题 ” 


í ; TEN s 
bu = -a(ny(n*o(), ttp jeZ, (2.9) 


WG) = IE GO). 


H Peli) e CR, [0,0)) 为 w- 周 期 函数 , 其 余 的 参数 满足 假设 条 件 (4tD)- (42) - 
(413). 

事实 上 , 由 于 脉冲 函数 不 一 定 是 线性 的 , 因此 (2.9) 并 不 是 一 个 真正 的 线性 问 
E. SAT, n RT; (j = 1,2,… ,p) 是 线性 的 , 则 (2.9) 便 是 一 个 线性 脉冲 问题 . 

为 此 我 们 来 给 出 下 面 的 基本 引 理 . 
引 理 2.2 x) 是 方程 (2.9) 的 一 个 w- 周 期 解 等 价 于 xD 是 下 面 的 积分 微分 方程 
的 w- 周 期 解 : 


=f ""G(se(sds* F GODLE (2.10) 
fi je{tt+a) 
其 中 
fated 
G(t,s)= oie ade 1 (2.11) 
证 明 : [E Ey (03€ Q.9)08 — wo - JE BARRE. 
y(t) = ELO u(t). Wu 满足 下 面 的 方程 
(u=, ttj 
1 u) =E) t= tj (2.12) 


\ u(t-+w) = elo Duli), 
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其 中 对 Yje 2, 
O = eb WE c). Bult) =e Jol EdE Ie fy ad (t) 
Ste [ttil] eZ 时 ,得 
u(t) = wu) I ‘o*(s)ds. 


另 一 方面 
u(t;) = 以太 1) 十 o*(s)ds, 


WW, 35 te (tj, tj e Z, 时 ， 


H 


w(t) = «nsn Í ‘o"(s)ds 
u(t) + [. a" (s)ds + D (ut) + n | o*(s)ds (2.13) 


= u(fty)+ Í i o" (ds + P (ult). 


则 对 任意 的 te R, 存 在 je Z, 使 得 te (05, 15,1], 则 
ROS (£j + tji tw] = (trpstjirp+1],j € Z. 
由 上 式 ,得 


i+w 
We) = why n Gs D t9) 
Hi^ 
= us f "e'(dse E mp) 
i tja Stet, teo) 
i+w 
= wt 1 oc'()ds« Y. D) 
fj Jtet t+) 


= p+ | tds Y? na. 


J'tje[tt) 


dbo) ube [ "cde Yi D). 


Juje[tt-v) 


1] 


所 以 ， t+ 
uOe OE — 1) = f "e Sdse E D). 


Jtjeltto) 


即 
Peg'(s)dse Y Iw) 
J () = jtelt t+w) 
elo «4.1 
因此 
T t d ri di e $ d j 
PN Scal oh Saas se MN lee Ge) 
edo gd _ elo aOd 1 ftjeltieo) 
ttu 
2 f G(nse(sdse F GEOG). 
Sitje[t,t+w) 
WEE. 


由 引 理 2.2, 我 们 很 容易 得 到 下 面 的 引 理 2.3. 
引 理 2.3 Hy) 是 方程 (2.8) 的 w- 周 期 解 等 价 于 y(t) 是 下 面 的 积分 微分 方程 的 w- 周 
期 解 : 


MN rie G(t, 5) ja i K(r)g(s.y(s * r)drds + 》、 GE, tO) (2.14) 


Jtje[t,t+w) 
其 中 G(i,s) 同 (2.11) 的 定义 相同 . 
定义 
PCB(R) = y: R > Rye C(t. tjai) VG) 2 y. IGJ EZ, 


y) 是 R 上 的 有 界 连续 函数 } 
X= (y(t) : yD € PCE(R),y(t-- w) = yD). (2.15) 


定义 
Ill = Sub von :y EA. 


X 是 一 个 实 的 Banach 空 间 . 对 任意 的 ye X, 定义 下 面 的 算 子 : 


i+w 0 
(ty) = T G(t, s) i Kgs Ms + r)drds + D G(tt)!;Q(t)), (2.16) 


Juje[t.tev) 


4 
K=(yeX:y)20 和 y) > oll 


: 1 
-- MEX < zo————— 
A:-zmin(G(t,s): 0x 4,s € o) raed] > 0, 


elo’ «tat 


rab? (2.17) 


B := max{G(t,s):0<ts<o,)= 


其 中 0 <o = A/B «1. 不 难 证 明 KK EXP AME. 
引 理 2.4 O:K 3K SESH FT. 


证 明 : 假设 4c 天 是 一 个 有 界 集 , 则 存在 一 个 常数 Mi > 0 对 任意 的 mm € 4, 使 
{ball < M. 则 当 y € ABT, 


owl sa [1f KOasxerNarlds+B Y. Uo) 
J:tjel0,u) 


w r0 
z sh [etras Onl Die M; gs.) TEES mE I = 
因此 , @(4) 在 入 上 是 有 界 的 . . 


其 次 对 任意 的 ye A, 根据 D(y) 的 定义 


ES 0 
| O 0= A+ [Kal (ns 
| XG) = ONG) +N), JEZ tat 


HOO) A FE, Oh = (0.0). = (tthe lp = tp-1tpl lpr = (ho). 则 对 任 
E e id (Dy) TEK LAR, Woy e rs FAN E E] Oy Et € 
Ik-1,2,-,p«l ESBS. 所 以 @(4) 是 等 度 连续 的 . 根据 Arzela-Ascoli 定理 ， 
O(A) 是 紧 的 . 

最 后 我 们 来 证 明和 @ : K > K 是 连续 的 . 40 — O1 5 0, Hyd, g(r.y) 都 
是 w 周期 连续 函数 , (s y (s +r) > gts ys +r), Vs ER LYM) = LOM), 
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n> 0o. 根 据 勒 贝 格 控制 收敛 定理 和 (2.16) A, MERA €R, 有 
Ky) POIs {tes [^ Ktlgts PG) - as Ge dras 


+ Y Glo) - r9) 0. 
jtye[t+w) 
Rp 
[oy — Dy] 4 0 asn — oo0. 
所 以 ,和 :天 一 六 全 连续 . 证 毕 . 
引 理 2.5 O(K)cK. 


WEAR: 对 任意 的 ye K, 知 


w ro P 
loys BL” f KOeG.We+Nards+BY TO). 
jal 


w 70 p 
(02 4 [^ | KOSAS +drds+ AFO) 
fl l 
因此 
(OY) > sel = lidy, 
Oye K. 证 毕 . 


为 了 下 面 讨论 方便 起 见 我 们 引入 下 面 的 符号 : 


de edad 
Zo= liminf min £65), ho) = liminf 2, 
ge = gus Hp Iu E I°(/)= imap! Ie) 
z^ a(tu) = Lo) 
= lins Bex eu NOE na x 


= gliu) A = lim inf 4e. 
MC e(t Io) = lim inf zs 


任意 的 g > 0, 定义 


AgQ)- mis I, Hoy = uy I0 


oqsusqg u oqsusq u 


本 节 定 义 下 面 的 假设 : 

(Ha) go+4 » IG) > 1 ig. +A 3 IMOEST 
je j= 

(Hy) gh B ELO «1g? +B LI") gi: 
j- l j- 

(Hos) 存在 9 > 0, Sieg <u<g 时 ,有 


g(t.u) ) : 
P +BY 100) < teR; 


(Hu) 存在 9> 0, 当 og <u<g 时 ,有 


PS D > 1， teR 


定理 2.1 EU (H21) 和 (823) 成 立 , 则 方程 (2.89) 至 少 存在 两 个 正解 六 和 轧 并 且 


0 < {brill < g < lbyzll. 
对 于 求 方程 (2.8) 的 w- 周 期 解 等 价 于 求 算 子 @ 不 动 点 . 
下 面 主要 根据 定理 1.7 来 证 明 我 们 的 结论 
证 明 : 假设 (H21) 和 (FH23) 成 立 . AHH) 的 第 一 式 


p 
£0 +A Yn) > 1, 


j=l 


知 , 对 0 < e < 1, 使 得 ， r 
(1-6go* 49196) > 1 
jal 


存在 一 个 常数 0 <r <q 使 得 


g(u)»(0-6goa(f)w I(w)z(-elng), 其 中 了 = 12… 


因此 , Ey € K Alpll=r, Wor «y(0 <r. 


0zutzr. 


对 任意 的 te R, Sy 21 内需 证 对 任意 的 ye Kn00; Mazo, 
?了 寺中 + (2.18) 


HPQ = {ue X: lul < rh 
ET, 存在 yo € KnóO, 和 4 20 使 得 


yo = yo + Ao. 


Spa pin yoQ. 因此 对 任意 的 :eR 有 


(tl) = (PyoXA +20 
ita 0 
f G(t,s) [ Kelsyols+ drds+ Y GEO) o 


Jtje[tt+a) 


Iv 


L4 p 
Í : G(t, s)a(s)go(1 - €) 人 K(ryo(s * r)drds A LU — eyo(tj) + Ao 
to 0 p D 
> ugo(l—6) i G(t, s)a(s) 人 _KO)drdas+4》 7) -+a 
ps 


- (I~olgo r4 Itt Ag 
J= 


> tà, 


说 明 j > u+ Ao, 矛盾 . 
男 一 方面 , BRDA, 知 存在 q > 0 使 得 gq < usq 满足 


人 K(ryes. y * r)dr < f À K(rja(sju(l -B 352 (dr < a(s)u(1 -B Sp), 
j=l j=l 


及 
Iju) < I9 jy. 


4 = (ue X : lul « g}, JU 


eq = alu < u(® < lll =q, Vue KN AQz. 


则 任意 的 ze 天 和 人 bl| = gq, 4 


tw 0 
{ G(t, s) f m K(r)yg(s.y(s - rDdrds + ER G(t, t) jt) 


J:tje[t.teo) 


tw P P 
< Í 1 -By KOA) GC, s)a(s)gds + BY LOE) 
j=l Jol 


(Py)D 


lA 


p mn 
q(1 - By fj) | G(t, s)a(s)ds + Bg 3120 
j=l t jel 


q = [ill 


i 


因此 
Ibyll < pl YyeXnóQs. Q.19) 


£12.18) (2.19), 及 定理 1.7 得 @ 有 一 个 不 动 点 yl e KN(Q2\Q)). 这 里 > < 
ly < g Fyi (£) = or > 0, 说明 y1(W) 是 (2.8) w- 周 期 正解 . 
下 面 , 利用 (11) 的 第 二 式 ， i 


P 
go tA IoQ)> 1, 
j=l 


知 对 任意 的 0 < e < 1, 使 得 ， 
p 
(1- 90g» 1 43 140] > 1, 
jal 


且 存在 一 个 常数 mi > 9 使 得 
glt u) 2 ohl- eau, Ij(wu)2IsgQ-ew Vuzn. 


令 R = - 因此 ， 
u(t) 2 clu =oR=r}, Vue KNAQs:, 
FAQ; = {u € X: lul < R}. 
Sy =| 只 需 对 任意 的 yeKnaos fll A20 
ys Oy - Ay, (2.20) 


17 


BARR, 存在 yo € Kn003 和 ho > 0 使 得 
yo = Dyo + Ao. 


$u= min yoQ. 所 以 任意 的 zs 及 有 


yo(f = (@yo)(t)+Ao ; 
tro 
z D G(t,s) [ Kelsyols+ drds+ Y> Gt) volt) +Ao 


- 2 fujelttto) z 

> f G(t, sja(s)gs (1 — 5) Í Keys rydrds- AX IjO) + Aa 
J 
> plgw(l -a) j! 7" G(t,s)a(s) Í En AA 
= (1-9 +4 Ù LM] +20 
F 
> pto, 
Wu > u+ Ao, 矛盾. 


因此 , 由 (2.19) 和 (2.20) 及 定理 1.7 得 , © 有 一 个 不 动 点 pp € K n (03 \ 02). 这 里 ， 
q < ball < R Myo) > og > 0. 这 说 明 yzl?) 是 (2.8) 的 w- 周 期 正解 . 证 毕 . 


推论 2.6 如 果 用 下 面 的 ( 码 1) 式 来 代替 (三 1) 式 , 则 定理 2.1 的 结论 成 立 . 


p p 
GE.) g=% 或 2 - o» Boo 700 Bh 5 oU) = 09. 
j- j=l 


证 明 : 522 EZS, A. 

823: 如 果 在 定理 2.1 中 我 们 只 假设 073) go 4 Y DU) > 1 成 立 ， 则 保证 
系统 (2 如 存在 一 个 周期 正解 同 理 如 果 在 定理 2.1 中 我 们 只 假设 (53) 和 ge + 
4 p Le)» 1 成 立 ， 则 保证 系统 (2.8) 存 在 一 个 周期 正解 yo. 


定理 2.2 假设 (H22) 和 (HH24) 成 立 , 则 方程 (2.8) 至 少 存在 两 个 正解 yy 和 yo 并 且 


0 < byill < g < lyzll. 


WEBB: 如 果 (22) (Ha) 成 立 . 利用 (于 2) 的 第 一 式 
P 
g e BY PO <L, 
jel 
知 , 对 任意 的 0 <e < 1, 使 得 ， 


(1 «oig +BY O] «1 


j=l 
存在 一 个 常数 0 «r«q 使 得 
gliu) < (1 + ea(Deru, Tu) <( + ey, 其 中 j=1,2,…,p, O<usr. 


因此 , duy e K Alltyll =r, Mor < yD) <r. 
则 对 任意 的 ye K 和 | 叫 = ”> 有 


(9X0 = t" 6«.9 f KO ytdrdst SO GEDI 
e , Jtjeltt-o) " 
< | G(t, ARI +e) i KYA(s + ndrds +BY L(t) 
0 t+tw 0 P T 
< SU tel [^ Gs) f. K@drds+ BY PON * ep 
" j=l à 
- (a +e «82: PUNI 
J= 
< lil. 


这 说 明 对 任意 的 ye 天 maol, 其 中 Qi = (ue X: lul <r}. 
Il byli < llyll (2.21) 


男 一 方面 , 由 (FH24) 式 , 知 存在 常数 g > 0 使 得 cg su <q 满足 


i Kgls ys dr» afs) f * Keyen0 AO s eR, 


P 
Tu) 2 Y dg». j= 1,2,.…,p. 
jel 


因此 , Hy e K 和 |byl| =q, 则 og <À <q. 
WER, wal, 只 需 证 任意 的 ye Kn005 和 4>0 


yt Oyt+ap (2.22) 


其 中 Q = fu € X : llull <q}. 
车 不 然 , 存在 yo E KNAQ flag > 0 使 得 


yo = Pyo + Aoy. 


di YeR? 
Sy pin yo) Uvrer A 


yo(t) = (Pyo)(D) + Ao 
the 0 
[ Ges f Koes ylstr Yardst 于 GULMOEN +40 


Jtjelttto) 


+0 p P 
1 7" G(t, s)a(s) Í 0 ee Y Ag D)drds + AV. Lj(yolt)) + Ao 
ze je jal 


It 


V 


P Hw P 
> u(1-4Y 9) Í G(t,sja(s)ds + Au gU) + Ao 
j=l jel 


= utÀo, 


BLUR > w+ 20, 矛 盾 . 由 (2.21) 和 (2.22), 及 定理 1.7 得 和 有 一 个 不 动 点 yp e KN(Q \ 
Q1). KBr < llill « q Ayi (d z or > 0, 说明 y1() 是 (2.8) 的 w- 周 期 正解 ， 


另 一 方面 , 由 (1H22) 的 第 二 式 ,， 


g” +B) <1, 
ru 
知 对 任意 的 0 <e < 1, 使 得 ， 
p 
(1 fg? - BY P<, 
p 
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且 存 在 一 个 常数 ri > 4, NVurn A 
g(u) s(1«(Dg"u, Lu) < (L9 Qu. 
AR= = 因此 ,对 Y we KNAW, 
u(t) > oll] =oR=r, (2.23) 


HPO = {u €X: lul < R}. 
则 对 任意 的 ye 天 Milly =R, 知 


il 


to 0 
n i G(t,s) f * K(r)g(s,y(s * r)drds + D GEDON) 


Jtje[tt+w) 


(ey) 


A 


< 三 cusaoed+a f. Ks + ndrds + BY TO 
: jel 


IA 


; to 0 P 
gil f Gea) [| K(drdss BO +6) PO 
j=l 
= («9i +BY PIA 
2 
< lb 


即 对 任意 的 y € KNM 
Ibyl| < ibl. ` (2.24) 


因此 , 由 (2.22) 和 (2.24) 及 定理 1.5 得 , b 有 一 个 不 动 点 yy € Kn (Q4 Q5). KH, 
q < llyzil < R My) > ag > 0. xx di 8ys (7) 是 (2.8) 的 w- 周 期 正解 . 证 毕 . 


推论 2.7 如 果 用 下 面 的 (到,) 式 来 代替 (Fzz) 式 , WELEER. 
(Hy) 8 =0, ye 0, g^ =0, ar 0. 
j=l 


证 明 : 与 定理 2.2 的 证 明 类 似 , 从 略 . 
注 2.4: 如 果 在 定理 2.2 中 我 们 只 假设 ( 吧 4) Allg? +BY P< uke, 则 保证 
方程 (2.8) 存 在 一 个 周期 正解 y1; 同 理 ， 如 果 在 定理 2 2 中 我 们 只 假设 (Hz24) 和 8 + 
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B » P< 1 成 立 ， 则 保证 方程 (2.8) 存 在 一 个 周期 正解 yz. 


定理 2.3 如 果 下 面条 件 之 一 成 立 ， 


P P 
Ò gotAXIp>l 和 g"-BYI"«l 
ji j=l 


p 
G) g'4ByxP«l M ry ES 
j! ji 


” 则 系统 (2.8) 至 少 存 在 一 个 w- 周 期 正解 . 
证 明 : 与 定理 2.1, 定理 2.2 的 证 明 类 似 , 从 略 . 
推论 2.8 如 果 下 面条 件 之 一 成 立 ， 


(i) g-0, S20 和 go=om 或 Vin=o. 
2 


则 系统 (2.8) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 正解 . 


(次 线性 ) 
( 超 线性 ) 


注 2.5: 前 面 定理 2.1 和 定理 2.2 的 讨论 对 系统 (2.25) 也 可 以 得 到 类 似 的 结果 . 


f 
QUUD = x6)- T0). 
其 中 的 参数 满足 假设 条 件 (410D-(4i2)- Ai). 
2.1.2 应 用 举例 


po = amo- f keen, rs jez 


(2.25) 


本 节 应 用 2.1.1 节 得 到 的 主要 结果 , 分 别 根据 定理 2.1、 定 理 2.2、 定 理 2.3, 来 
研究 一 些 特殊 的 时 滞 Lotka-Volterra 型 的 单 种 群 增长 的 脉冲 模型 , 改进 了 已 知 的 结 
果 , 并 得 到 了 一 些 新 结果 . 由 于 它们 只 是 定理 2.1、 定 理 2.2、 定 理 2.3 的 简单 推论 故 


大 多 只 列 结果 而 不 加 以 证 明 . 
为 了 讨论 问题 方便 起 见 本 节 引 入 下 面 的 记号 : 


d = min(aj, das dn), d” = max{al, a2,- Gn 
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考虑 系统 


p (= -atyt) {KO -D+ G- Mars 0 «a «1 <b, rt (2.26) 


(MP=WG)+dje 99,  jeZ, tst, 


其 中 a(?) € CR, (0,09), 07 0, d; x 0, c; » 0, a(t) =a(t+w), o> 0 AER. 且 K(r)e 
C((—0o,0], [0, oo), f. K(r)dr = 1. feres euo e Ld dirp = dj cirp = 
cj JEZ. 


推论 2.9 当 
iUd decr eee 
xe(0,o) (x? + x$) + Bpdme(-e 0x) 


AY, 则 系统 (2.26) 至 少 存在 两 个 w- 周 期 正解 . 其 中 o, 8 见 (2.17) 式 . 


HERA: A g(t,u) = G(u^ 4- ub), Dt 
£0 fac 99, Zoo = co, 


BIDS.) 成 立 . 设 
X 
T — ——— 
@) (x? + xP) + Bpad” elox) MUR 


则 7(0+) = 0, T(co) = 0, 则 存在 一 个 整数 9 > 0 使 得 


T(g) = sup T(x). 


x&(0,o0) 


则 当 og < u « gq 时 ,有 
p 
ms DX < Ou? +u?)+ B i max 2d jg o" 
€ Hq? Men max e^ 
aq rs usq 
< 6(q^ gh) Bpd”e 7$ 
< [q^ +q?)  Bpa"e * "*]r(g) 


H 


q, tER, 


所 以 (Hz3) 成 立 . 由 定理 2.1 命 题 得 证 . 


23 


考虑 有 脉冲 的 造血 模型 
( 0 
| XÀ = ay 站 -AD [ s Ky (s-re? dr, t1, jeZ 


(2.27) 
ef) = Pep (We D, 


其 中 a(2) € C(R,(0,00)), 5(f) € C(R,(0,00)), cj > 0, dj > 0, Hal) = a(t- e), b(t) = 
b(t+w), w> 0 是 一 个 常数 ; K(r) € C((-09,0], (0,09), fS K(r)ar = 1. 在 在 正 整 
petu, -ljtü0,Chp7Cj dirp= dj j€Z. 

推论 2.10 当 


u i 


ius dU = sup min { 一 ,一 一 
te[0,w] b(A ioe uelox,x] EU ed"u 


时 , 则 系统 (2.27) 至 少 存 在 两 个 w- 周 期 正解 . 其 中 co 见 (2.17) 式 . 


h 


MERA: 令 | 
gt,u)- be", Lu) = ee., 
则 


p p 
g =0, YP =0, g?z0, VI? «0, 
jel j=l 


EHEH) 成 立 . 令 


2 
F(x):= min {~, ED x»0. 


ué[ox,x] e" 


WF (0+) = 0, F(oo) = 0, 所 以 存在 9 > 0 使 得 


F(g)- sup F(x). 
x€(0,co) 
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WWoqgsusg,8 


p 
P +42 Tea = 


Iv 


则 (F654) 成 立 . 由 定理 2.2 命 题 得 证 . 


f P 

BO et 4 4 min See a 
a(t) vgSusg 7 

WO 27794 Apdo min x 

a(t ogsusgq 

É t) 

DU 
PO capeo] mm | 

[ poo ccu ue 


LM clo]F( ju 
ali) P q 


Pd) SU min i= we 
a(t) re uelox,x) EU ed" u 
b(t) a(t) 

ai) eA BO) 

4, teR, 


2 -d"u 


= 


Hu 


ue " - Apd'o: min we?" Ju 
gqsusq 


u wee sy 


ju 


推论 2.11 240; 2 0007; =O, 以 及 


a(t) . u 
max — < sup min —, 
te[0,7] b(t) xe(0,c0) «elo x,x] e” 


则 系统 (2.27) 至 少 存在 两 个 w- 周 期 正解 . 
注 2.6: 为 了 本 节 后 面 讨 论 方便 , 设 


p 
(bs): Lr -0, 
j= 


(Ha): HP 20. 
j=1 


事实 上 有 很 多 函数 满足 (225). 例 如 : Lu) = da, dj > 0, jeZ. 


考虑 有 脉冲 的 红细胞 再 生 模型 


f 


| » (0) = -a(Oy(D+8CD i i K(e PO Dg, — tat 
LX) = WG) + FOG), 


(2.28) 


JEZ, t=f; 


Hald), D) € C(R, (0,0), B(r) € C(R. (0.09), I; € CCO, 9), [0, 09), aC), BATIBO 
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都 是 w- 周 期 函数 , w> 0 是 一 个 常数 ; Kr) € C((-99,0], (0,99), fS. K(r)dr = 1. 存在 
TERR ptt typ = tjr o, cpm Cj dap d; jeZ. 
推论 2.12 Bhs) 成 立 , 则 系统 (2.28) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 , 

考虑 红细胞 再 生 脉 冲模 型 


o= -a0y() «0 f. Kg) x sar, n>0, tty 


LX) 755) * LOG). jeZ tat, 


(2.29) 


一 一 人 一 


X Halt), (f) € C(R,(0,00)), I; € C([0, 00), [0, o0), a), AA 都 是 o- 周 期 函数 , w > 0 
是 一 个 常数 ; KO) € C((799,0],[0, 00), fo. Kdr = 1. 存在 正 整数 p 使 得 tj+p = 
Lj 0, Cjrp= Cj, dip zd;jeZ. 
推论 2.13 Xi (Hos) 成立, 则 系统 (2.29) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 . 

考虑 红细胞 再 生 模型 


1 y (2) = -a(ny(t)- b(n) f. KO); ms oy 


xm-xzgenou c jeZ, t=1, 


dr, n» 0, t#ty, (230) 


Se 


os b(t) € CR, (0,0), 1; € C({0,00),[0,c0)), a(t), (03 w- HBA, w > 0 是 
人 
w, CHp=cp djsp = dj j € Z. 
推论 2.14 车 (Hn): V t e [0,0], b > a(t) 
和 (fos) 成 立 , 则 系统 (2.30) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 . 
考虑 造血 脉冲 模型 


| y (0 =-a(dy(t) + bA) f i K(ny(st Pdr, tt; 


; (2.31) 
-IED 20) GOG), jeZ t=tj 


其 中 a(2), b(f) € CR, (0,09), B) € C(R, (0, o9)),7; € C([0, oo), [0, 00)), a(t), AFRE) 都 
是 -周期 函数 , w > 0 是 一 个 常数 ; K) € C((—0, 0], [0,09)), fS, Kdr = 1. 存在 正 
整数 p 使 得 1),p = +w, Cjtp = Cj, disp =d;jeZ. 
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推论 2.15 EORR, 则 系统 (2.31) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 . 
推论 2.12 和 推论 2.13 显 然 . 推论 2.14 和 推论 2.15, 因为 


= min 2 co 
&o ^ pin >] and g Su 1, 
由 定理 2.3 得 证 . 
考虑 经 典 的 Logistic 脉 冲 方程 


f . 0 
ry = a(Dy(D -f. ko a t#t;,, j€Z, (2.32) 
(xu) = WG)+ L0G) t= tj, 


H Hali), KO e C(R,(0,-)), I; € C([0, 9), [0,o9)), aC), KO Hh co- FEBR ERG, w > 0 
是 一 个 常数 ; K(r) € C((-o0,0],[0,o0)), S, K()dr = 1. 存在 正 整数 p 使 得 ip = 
tjt W, Cjep = Cj, dj.» = dj j € Z. | 
推论 2.16 FORL, 则 系统 (2.32) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 . 
2.2 具有 有 限时 滞 的 一 阶 脉冲 微分 方程 

本 节 主 要 讨论 下 面 系统 的 周期 解 的 存在 性 问题 


| HD) = -ayD-- gt. yt-(0). ttj, FEZ, (2.33) 


WG) = IPAGE) 


其 中 

(An) IG) y) 分 别 表示 xD 在 := 点 的 右 极限 和 左 极限 ,7 在 jy 点 是 左 连 
续 的 ; 

(415) : a(t) € C(R,(0,-~)), re CR,R), g € CR x [0,09),[0,09)), 7; € 
C((0, co), [0, oo), Hal), (6). ety) 都 是 w- 周 期 函数 . w > 0 是 常数 

(43) : 存在 一 个 正 整数 p 使 得 jp m tp +0, Tip= Ij je Z. 不 失 一 般 性 , 我们 
BERO, WYM: je Z) = (hata. stp}. 

本 节 主 要 利用 锥 不 动 点 定理 (参见 定理 1.5-1.7 ) 对 系统 (2.33) 得 到 单个 和 多 个 
周期 解 的 存在 性 问题 . 证 明 思 路 与 2.1 节 类 似 , 故 大 多 只 列 结果 不 加 以 证 明 . 
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2.2.1 周期 解 的 存在 性 


由 引 理 2.2, 我 们 很 容易 得 到 下 面 的 引 理 2.17. 


引 理 2.47 By) 是 方程 (2.33) 的 w- 周 期 解 等 价 于 yl?) 是 下 面 的 积分 微分 方程 的 w- 
周期 解 : 


y(t) = f dk G(t, s)g(s,y(s — r(s)))ds + >> COELO? (2.34) 


J: tjeltieo) 


dm, s) 同 引 理 2.2 的 (2.11) 定 义 相同 . 
定义 


PCIR) = y : R> R | yleen) CC, tja). IAG) = VG) WG), j EZ). 


4 


X= 60 :y() € PCR), Witt w) = WD} 


定义 
lbll= sup (bl: y € A. 
te [0,0] 


对 任意 的 ye 成 定义 下 面 的 算 子 : 


(®y) = Gs)e(sy(s — rds + » Gee). (2.35) 


J: tj€[t.t+w) 
显然 , @ 是 Y 上 的 全 连续 算 子 . + 
K=(veX:y@2>0 和 y(02-olpl. 


其 中 
0«c - AJB «1, (2.36) 
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f BS S, z npe E 

14:= min{G(t,s):0<1<s<w}= elo «dE 1 x 

| B elo MEME eo 
1 | < adde 1 

1 max{G(t,s):0<t<s E adt _ 1 


不 难 证 明 K 是 中 的 一 个 锥 . 


引 理 2.18 O(K) CK. 
对 于 求 方程 (2.33) 的 w- 周 期 解 等 价 于 求 算 子 @ 不 动 点 . 


定理 2.4 BRE) MHz) 成立 , 则 方程 (2.33) 至 少 存在 两 个 正解 yt 和 yz FE. 
0 < lyill < q < llyzll. 


推论 2.19 如 果 用 下 面 的 (ZE ) 式 来 代替 (到 1]) 式 , 则 定理 2.4 的 结论 成 立 . 


p Pp 
(Hh) g=% Hb Yom eo, — gw=% Hb Y Io =o, 


j=l j=l 


ik2.6: 如 果 在 定理 2.4 中 我 们 只 假设 (223) 和 go+ AY Ty > 1 成 立 ， 则 保证 


方程 (2. 33) 存 在 一 个 周期 正解 yt; 同 理 , 如 果 在 定理 2 4 中 我 们 只 假设 (F123) 
Hgo +A » Too > 1] 成立， 则 保证 方程 (2.33) 存 在 一 个 周期 正解 ”. 
= 


定理 2.5 假设 (52z) 和 (1124) 成 立 , 则 方程 (2.33) 至 少 存在 两 个 正解 pt fly; 并 且 
0 « ibili <q < lel. 


推论 2.20 如 果 用 下 面 的 (到 ?) 式 来 代替 ( 瑟 ?) 式 , 则 定理 2.5 的 结论 成 立 . 
P p l 
(Hy) 2° =0, Y? =0, g =0, E «0. 
jal l fl 


注 2.7: 如 果 在 定理 2.5 中 我 们 只 假设 (454) lg? + BP < 1 成 立 ， 则 保证 方 
程 (2.33) 存 在 一 个 周期 正解 yt; 同 理 , 如 果 在 定理 2.5 中 我 们 只 假设 (24) Ale” + 
BI? < 1 成 立 ， 则 保证 方程 (2.33) 存 在 一 个 周期 正解 y. 
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定理 2.6 如 果 下 面条 件 之 一 成 立 ， 
P P 
(i) g*4 h>l 和 og? + BUI” «1; 
j^ 
G) gaéBEDDO gotdA¥In>l. 
B | j 
则 方程 (2.33) 至 少 存在 一 个 -周期 正解 . 
推论 221 如 果 下 面条 件 之 一 成 立 ， 
O gc 或 DIEI Mo g^-6 SP- KAH) 
E 


G) g^-0, EP =0 和 gozo 或 SI =o. ( 超 线性 ) 
z 


则 方程 (2.33) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 正解 . 
注 2.8: 前 面 定理 2.4 和 定理 2.5 的 讨论 对 系统 (2.38) 也 可 以 得 到 类 似 的 结果 . 


(2.38) 


[x0 = a(wD-sCxt-(0). ttj, jeZ, 
ban xt5)- 405). | 


其 中 的 参数 满足 假设 条 件 (410)- (44) - 013) 
2.2.2 应 用 举例 


本 节 应 用 2.2.2 节 得 到 的 主要 结果 , 分 别 根据 定理 2.4、 定 理 2.5、 定 理 2.6, 来 
研究 一 些 特殊 的 具有 有 限时 灌 的 单 种 群 增长 的 脉冲 模型 , 改进 了 已 知 的 结果 ,并 
得 到 了 一 些 新 结果 . 

考虑 系统 


l 30 = -DA-DA -DE-A Et jeZ (2.39) 


KG) = vj) +d; OO, 


其 中 a(D e C(R,(0,00)), «(f € C(R,R), 6>0,0<a<1<B, b; x0, c; » 0, Malt) = 
a(t 0), 1) = 1+0), o> 0 EDRN BEER MD 使 得 fp = +0, bjrp = 


bj, Chip = Cj J € Z. 


推论 2.22 4 
x: 
T ob Gr 135) Bpbre des" 
时 , 则 系统 (2.39) 至 少 存在 两 个 w- 周 期 正解 . 其 中 cr 见 (2.36) 式 和 B 见 (2.37) 式 . 


证 明 : + 
gru) = balu" +A), Tj) = be 9". 


则 


EUCH yr. 令 


x 


一 一 一 一 一 一 一 一 ，x> 0. 
5(x? +99) 4 Bpbne-dex* ™ 


F(x):- 
WFO) = 0, F(co) = 0, 所 以 存在 一 个 g > 0 使 得 


F(q)- sup F(z). 
x€(0,00) 


则 Yaog <wu<gq, 有 


glt u) +BY 19) = Slut +P) +B y 37x 
a(t) j=l ogsusg si J 
< lq 4d?) Bpi” max, ecu 
< elg edP) Bpo" e 
< [6g « d?) + Bpbe"7*]F(g) 
= 44: teR, 


因此 (B23) 成 立 . FH SE FED. SE. 
推论 2.23 35,20, 20g e ZH, I 
x 
pero 
则 系统 (2.39) 至 少 存在 两 个 w- 周 期 正解 . 
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考虑 造血 模型 


(2.40) 


[30 = O-A, tt, jez 
b (D = VO) to Hew, 


E Pali) € C(R,(0,00)), b(A € C(R,(0,o0)), 5 20,d;»0, fla(r) = a(t*«), o() = 
b(t+w), w> 0 € —4 BIG 存在 正 整数 p 使 得 pp = 六 + cjrp - Cj dip djj€Z. 


推论 2.24 34 
m d sup min 位 Lan 
EON b(t) xe boy #102) EM ie 
时 , 则 系统 (2.40) 至 少 存在 两 个 w- 周 期 正解 . 其 中 or 见 (2.36) 式 . 
证 明 : + 
g(t,u) =b e, Tu) = cgit e o. 
w 
p P 
=0, XP =0, g? =0, 1™ -0, 
fel j=l 


因此 (本 >) 成 立 . & 


FQ): EET x>0. 


eee. in {= a i 
WWF (0+) = 0, F(co) = 0, 所 以 存在 q > 0 使 得 


F(q)- sup F(a). 
xe(0,o0) 


则 Yarg xuzqü 
g(t.u) b) D PS 

= A 

a(t) D att" + Pr» € 

Bt) » u 
2 dí — we +4pcag min. n wee 
> 1o ue" + Apdo min ue zx 
"due 

> duy 


(2 + Ape! a] pin e , We 


= E + Apclo]F(gu 
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z— sp min (—.—) 
p: 7L gH 
a(t) re ne) erar e eol nw 


b(t) at) 
EALO 


zu, tcR, 


则 (E54) 成 立 . 由 定理 2.5 命 题 得 证 . 
推论 225 当 cj =0 fU; S0 RN, 以 及 


DE In 
BG) “oD yue er 


则 系统 (2.40) 至 少 存在 两 个 w- 周 期 正解, 
考虑 单 种 群 增长 的 脉冲 造血 模型 ; 


Es Z BOE- us 
| y a(fyy(t) + be 0H JEZ (2.41) 


X6) = WG)+ TOG): 
X Pal), b(r) € CR, (0, 0), B(r) € C(R,(0,0)), r(A) € CRR), 1; € CCO, oo), [0,00)), 
Jj € Z, alt), bO, A) Ma) 都 是 wo- 周期 函数 , w > 0 是 一 个 常数 ; 存在 正 整 数 p 使 
得 tmp z fj tu, Ip lj JEZ. 
推论 226 XL) 成 立 , 则 系统 (2.41) 至 少 存在 一 个 -周期 解 . 
沽 典 单 种 群 增长 的 红细胞 再 生 脉 冲 禄 型: 


[. : 
pe ccc eon nA RIS qaas 


LM) = x6) Lot». 


Ha), BO e CR), v() € CRR), I; € cio, œ), [0,00)), ED 
Ma), 60, 10 都 是 w- 周 期 函数 wo» 0 是 一 个 常数 ; 存在 正 整 数 pz 使 


4 ] 
得 fj4p = tj c, lup-ljj€Z. 


推论 227 Phs) 成 立 , 则 系统 (2.42) Bb 3E3E— e u- ARR. 


33 


考虑 单 种 群 增长 的 红细胞 再 生 脉冲 模型 : 


| XÒ = -a + ZO EAF n>0, t£tj, JEZ 2.43) 
UG) = I+), 


X hal), b() € C(R,(0,00)), (f) € CRR), I; € C([0,~),[0,)), j € Z, 
Fald, b(), «(0 都 是 w- 周 期 函数 w> 0 是 一 个 常数 ; 存在 正 整 数 p 使 
得 tp =tj+o, Inp = Ij, jez. 
推论 2.28 若 (11s) 和 (#127) 成 立 , 则 系统 (2.43) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 

考虑 有 脉冲 的 绿豆 晶 模 型 


~a(Dy() + Ay- BHM, (at. jez 
x) + 165). 


(2.44) 


t 


EO 

be 

pals), b(i) € C(R,(0,0)), B(t) € C(R,(0,00)), (f) € C(R,R), L € C([0, oo), [0, oo)), 

j €, al), bY), BY) Flr) 都 是 w- 周 期 函数 , w > 0 是 一 个 常数 ; 存在 正 整数 P 使 

得 jp = ita, lip = I, J EZ. 

推论 2.29 XE (Hos yRI(H27) GL, 则 系统 (2.44) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 . 
考虑 脉冲 Logistic 系统 


[; 3. esis 
dá a(tf)y (01 一 Ko? tztj JEZ 


(WG) = P-O) 


i 


(2.45) 
其 中 a(?), K(r) € C(R. (0,o9)), Z; € C([0, oo), [0, co), j € Z, 和 a(?), 天 (0 都 是 w- 周 期 函 
数 , w > 0 是 一 个 常数 ; 存在 正 整数 p 使 得 tp = +0, Dp Ij JEZ. 


推论 2.30 Fhe MI, 则 系统 (2.45) 至 少 存在 一 个 w- 周 期 解 . 
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第 三 章 ”二 阶 脉冲 微分 方程 
二 章 中 我 们 利用 锥 不 动 点 定理 证 明了 一 阶 脉冲 微分 方程 周期 解 的 存在 性 . 

众所周知 , 对 于 二 阶 脉冲 微分 方程 的 解 的 存在 性 问题 要 复杂 得 多 . 本 章 中 我 们 考 
虑 了 二 阶 脉冲 微分 方程 的 周期 解 的 存在 性 问题 , 给 出 存在 周期 解 的 条 件 并 列举 一 
些 具体 的 实例 说 明定 理 的 正确 性 . 特别 地 , 具体 讨论 了 有 脉冲 的 奇异 二 阶 微分 方 
程 的 周期 解 存在 性 . 

近 几 年 ,对 于 具有 脉冲 的 二 阶 微分 方程 周期 解 的 存在 性 的 问题 的 讨论 有 一 些 
不 错 的 方法 . 

文 注 利用 上 下 解 理论 讨论 了 方程 


—x" + Mx = g(t), tt th, 

Axle, = (Xle), k= 1,2,.…,p, 
Ax ly = Dx(tk)), 

x(0) = x(T), x'(0) = x'(T). 


(T) 


——-----— 


\ 
的 周期 解 的 存在 性 . 
文 B9] 利 用 Leggettr-Wiliams 不 动 点 定理 得 到 脉冲 系统 (站 存在 三 个 解 的 充分 
A 
JA Tf 35 UM SIC E ER CERT, 利用 锥 不 动 点 定理 来 讨论 它 的 解 的 存在 性 
问题 则 很 少见 . 
最 近 文 [15] 得 到 奇异 二 阶 微分 方程 周期 边 值 问题 


{ x" alx = f(t), 
i x(0)=x(T), x (0) =x (T). 


存在 周期 正解 的 充分 条 件 . 
本 章 则 主要 利用 Leray-Schauder 拨 择 定 理 及 锥 不 动 点 定理 分 两 部 分 来 讨论 二 
阶 脉冲 微分 方程 周期 边 值 问 题 的 周期 解 的 存在 性 . 
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3.1 二 阶 脉 冲 微 分 方程 周期 解 


3.1.1 周期 解 的 存在 性 


本 节 主 要 利用 锥 不 动 点 定理 来 讨论 下 面 二 阶 脉冲 微分 方程 的 周期 解 的 存在 
性 问题 . 


人 e+aDxz= fox, tte tEJ, 
| Avan =H),  k=L2 p (3.1) 
\ x(0)=x(7), x'(0) =x'(7). 
这 里 , J = [0,7], BRO <4 <b « <tp<T. RECUR). Ax la =x (fj) - x (fg) 
Tope (ef) lx (D) DHRC (0) Et = tp 点 的 右 极限 和 左 极限 . 
FDEXCTIOBT-IBBEEOF AAO, T] x REE Carathéodory% ff: 
(i) 对 一 切 的 x e R, HEL. x)dE[0, TLE BAT, 
(说 对 几乎 所 有 的 te (0, T], ft,.) 在 R 上 是 连续 的 ; 
(ui) 对 一 切 的 紧 集 Kk CR, 存在 及 Ee L'[0, T], 对 所 有 的 xe K 和 几乎 所 有 
的 te [0, T] BERIE < hi. 
为 了 方便 起 见 我 们 引入 下 面 的 记号 : 
3 Rf: [0, T] XR > R WH ECarathéodory 条 件 ,我 们 记 为 fe Car((0, T] XR,R).— 
ARER- 用 |L|| 来 表示 通常 的 上 确 界 范 数 .并 且 记 


f" =max{fi fre, fec f= minlfi, fe fm). 
我 们 首先 来 考虑 下 面 的 周期 边 值 问题 


人 x" * a(f)x - 0, 
(3.2) 
i x(0) = x(T), x (0) = x' (T). 
则 下 面 问 是 
x" EDx = h(?), G3) 
{ x(0) = x(7), x'(0) = x'(T?, 
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的 唯一 解 可 以 表示 为 
x(t) = G(t, s)h(s)ds, 
Kho, s) GDE B AR BSE B. fT Gt, ads = 1. 下 而 的 结果 可 以 直接 从 文 
RRIT] 得 到 . | 
引 理 3.1 如 果 对 几乎 所 有 的 te [0,7], a < 0, 则 对 所 有 的 (t,s) € [0,7] x [0, 7], 
G(t, s) « 0. 
相反 如 果 对 几乎 所 有 的 te [0, T], a > 0, 则 将 用 到 下 面 的 Sobolev 常数 


í ap TO a 


Kq)73 | | (3.4) 
UT if q — co, 
其 中 T 是 Gamma 函 数 . 对 任意 给 定 的 p, 定 义 
ru ifl<q<o, 
1 if q = œ. 
538 3.2 [67] 24] < p « oo 时 , a) > 0 Ba e LP[0, 1]. 如 果 
llallp < K(2p^). (3.5) 


则 对 所 有 的 (1, s) € [0, 1] x (0, 1], GE, s) > 0. 
YE: 如 果 p = co, 则 (3.5) 式 等 价 于 llalle < (FY. 
下 面 我 们 定义 


A^ = {ae Li(0,7): 对 几乎 所 有 的 te[0,7], a x0], 


A* = lae L (0,7): 对 几乎 所 有 的 te[0,7], az 0,1 < p < œ, lall < K(2p*)). 


显然 当 a € A+ UA- 时 , 则 (3.2) 的 格林 函数 G(t,s) 有 确定 的 符号 , 并 且 如 果 令 
M= os G(t,s) 和 m= : min, G(t s), 


M4ae Ath, M>m>0;4acA B, m«M«0. 
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Tk: BIRRO, Ha) = < (FPN, 可 以 计算 格林 函数 的 最 大 信和 和 最 小 值 


1 


1 RT 
EE 3.6 
Bey 2 P 


为 了 定义 (3.1) 的 解 , 我 们 定义 
J -zJXMt ti 142 


X = PCR) = (x: J > Rix € CUR); x hangs) € Ctt), X (5) = x (9), 3x DI. 


WX = PC'(J, R) 及 范 数 


IIxllpc: = maxilixlic, llx llec} 


其 中 


lixllc = supl llx'lipc = sup ix (OI 
tes te] 
Tg FX. — Banach 空间 . 
引 理 3.3 如 果 x 是 方程 
T P 
xD = f G(t, s)h(s)ds- YG l) (3.7) 
k=] 
的 解 , 其 中 G(i,s) 是 方程 (3.2) 的 格林 函数 . 则 x 是 下 面 脉 冲 问 题 的 解 
{ x" + a(x = ht), tel, 
| Arlen GG. k= Less, (3.8) 
Lx(0) = x(7), x'(0) =x (T). 


TERA: 假设 x 是 (3.7) 的 解 , 则 我 们 证 明 x 是 (3.8) 的 解 . 
首先 , t e [0, T] V6, 6,7: stp}, W 


p 
x'(t)-( f ° G(t, )h(s}ds+ ZC tla x(te)) 
=] 
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E A d Git, )A(s)ds + 320 te) Ha tg)), 
kal 


和 
POf Gh )ds- GHG toI GC 
k=] 
T P 
- A) f, Git. shyds + Ý GK tk) 
k=1 
T P 
-h(t- a(t [ G.S) G)ds + DGC WIA) 
k=l 
=h- a(t)x(0. 
显然 


p p 
Ax lt = x (E) - x (t5) = Y GA te t) — 2 Gi te) = D Gita). 
k=l k= 


对 任意 的 so € (0,7),G(t,50) 为 关于 1 的 函数 并 且 是 (3.2) 的 解 , 并 且 在 区 
间 [0, so) 和 (so,T] E, 有 


G(0, so) = G(T, 50) 和 Gi(0, s0) = G(T, so). 


则 
x(0) = x(T) 和 x(0) x'(T). 


现在 我 们 来 考虑 下 面 的 周期 边 值 问题 ; 


f x" +a(hx = f(t,x), tel, 
{Arle = M) — k-hLeap. (3.9) 
\ x(0) = x(7), x^ (0) = x'(7); 


其 中 fe Car([0, T] xR,R) 且 对 所 有 的 xe R* 和 几乎 所 有 的 re [0, T], aN f(t,x) = 0, 
a(t)I(x) > 0. 
下 面 我 们 来 证 明 (3.9) 存 在 正 的 周期 解 . 
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定理 3.1 假设 对 所 有 的 xe [有 0<r<R, 和 几乎 所 有 的 te [0, T], 都 有 ae At, 
f(t,x) > 0, h(x) > 0, 并 且 有 下 面条 件 之 一 成 立 


() 
M my te» 1, Vxe[znrl a. e. te [0,7], 
fe», EET L Vxe [RR], a. e.t e[0, T]; 
(ii) 


ftx) +M 10 io 2 


m 
—r,r] a.e.t€[0,7], 
Pon ], Yxelymr] a. e. t € [0, T] 


k=] 


fx) sy A00 
x 


m 
>1, Vxe[—R,R], a.e. te [0,7]. 
ax = x ji e Ba 


k=l 
则 (3.9) 至 少 存在 一 个 周期 解 . 


证 明 : Hace ATH, M» m >0, 定义 集合 
Q, = (x e PC'LAR] : lxll < r}, 


Op = (x € PC'L,R] : lll] < R}. 
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K= (xe PCIR]: x20, min x()2 mal (3.10) 


容易 证 明 K 是 PC'[J.R] 中 的 一 个 锥 . 
EK 上 定义 算 子 如 下 
T P 
(oo = Í GESS x(s))ds + 7G E). 
k=1 


显然 ,中 :天 一 PC’ LR] EER HOK) c K. 
事实 上 , 对 任意 的 xe KA 


T p 
lax « Mf, f(s.x(s))ds + G1 
k=] 
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T P 
(x) 2 mL. fx ds 3 IG. 
i k=} 
所 以 我 们 有 
(Lx) > MIT OxeK. PRU, Q(K) c K. 


首先 , 我 们 假设 条 件 (人 成 立 ， 
由 第 一 个 不 等 式 知 , 存在 常数 cl, 使 得 对 Y xe enr]. a e.t€ [0,7] 


f(t.x) > eva(t)x, mY ho) z(l-copx. 
k=l 


Sy = 1, Wy e K. FEWER Hx e KN OQ, Ala > 0/8 


x#Ox+ dy . (3.11) 


荐 不 然 ， 存在 xz E KNAQ, Flag > 0 xg = dixo + Agy. 
E Axo e Kn 00s, 所 以 xo(t) > Zol = ^ Oya hos xod, 则 对 任意 的 0 < 
tT 知 
xo{t) = (Oxo *- 4o 


Pp 
= [| GG. fixas + GAC + Ao 
kal 
= ‘i : C1G{, s)a(s)xo(s)ds + 5315 +o 
9 kel 


T 
> cut f G(t, s)a(s)ds + (1 cjut Ap 
zu Ag. 


所 以 H> po AoA. 所 以 (3.11) 成 立 . 
另 一 方面 , 利用 第 二 个 不 等 式 , 存在 常数 cz, 使 得 


f(t.x) < c2a( Dy, MÖRE) <(1-c)x, Vxe GRI a.e. t e[0, T]. 
k=l 


下 面 证 明 当 x e KN GQ, 
xl] s fixi (3.12) 
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事实 上 , 对 任意 的 xe Kn AQ, t € [0, T], 


P 
ODO =f" CEDAS CD) 
k-l 
P 
< i : caG(t, s)a(s)x(s)ds + MSI x(t) 
0 kl 
< px. x(t)[co T G(t, s)a(s)ds + (1 —c2)] 


= |lxll. 


所 以 ,| 和 zj < lodi 

由 (3.1) 和 (3.12) 及 锥 不 动 点 定理 1.7 知 ,@ 有 一 个 不 动 点 ze 天 mn(QA\9)) 显然 
这 个 不 动 点 是 (3.9) 的 一 个 正解 并 且 满 足 r< jlxl| < R. 

用 同样 的 办 法 可 以 证 明 当 条 件 ( 让 成 立时 , 也 有 同样 的 结论 . oO 

由 定理 3,1 可 以 得 到 下 面 的 多 个 解 的 存在 性 定理 3.2. 


定理 3.2 如 果 存 在 ae At 和 0 <r <gq < 使 得 
f(x) 3038 I) 3 0, Vx € [rR a.e.t€ [0,7]. 


且 当 下 面 两 个 条 件 之 一 成 立时 ， 


(i) 
fx) P Tx) m 
wn erase ge eee 
AG x), 2 Ka) | " 
ax i) era L Vxe[354.4], a. e. t € [0,7], 
Jex) P I(x) 7 l 
a(f)x "ESI Ve [RR] a e te[0,T) 
(i) 


Led , p i) 


m 
<1, Vxe(zrr]) a.e.te[0,7], 
a) fel * (nni e. [0,7] 


t, P. IQ) 
s maie sl Vxe[ 3.4) a. e. t€ [0,T], 
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Í m 
TAOD O) PER Vxe[i SR), a e. te[0.T]. 


则 (3.9) 至 少 存在 两 个 正解 x1, x2 并 且 r < lll < 9 < lal € R. 
WERA: Q,, Op, K MO 的 定义 与 定理 3.1 中 的 定义 相同 . 定义 


Q, = (x e PC'[J.R]: Ixl < p}. 


与 定理 3.1 的 证 明 完全 类 似 证 明 可 以 得 到 ， 


XY xe KN6Q, 和 4>0, 

x PxAt+AY; 
XIV xe KNAGQR Fl A> 0, 

x * Ox-- Ay; 
对 Y xe KNS, 

{|x| < Ilx. 


(3.13) 


(3.14) 


(3.15) 


则 分 别 根据 定理 1.7 和 定理 1.8 得 到 两 个 正解 zl 和 x2 Br < lball < q < lx < R. 


o 
”由 前 面 格林 函数 的 符号 的 讨论 和 定理 3.1 和 定理 3.2 的 证 明 类 似 可 以 得 到 下 面 
的 定理 3.3 和 定理 3.4. 


定理 3.3 如 果 存 在 ae A- 和 0 <r <R 使 得 
M 
SL <0) <0, Vxe (rR), a. e. t€ [0, T]. 


且 当 下 面 两 个 条 件 之 一 成 立时 ， 
f(x) : 
tx Ik x). M 
as +My 30 1， Vxe[ nr], a. e.t € [0, T] 


fA) 5A. " | 
a(t)x cvs 1, V xE [ER], a.e. te [0,7]; 
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(i) 


fx) | I) M 
a(t)x +m AO) ai Yxe[7nr] a. e. te [0,7] 


f(x) PAX) M 
ne a rr 21, Vxe[- RR], a. e. t € [0,7]. 


则 (3.9) 至 少 存在 一 个 正解 . 
ERA: 证 明 方法 与 定理 3.1 类 似 , 并 且 当 a(DeA- 时 mm< M<0.4 


K={xePC'[JR]: x(f) 2 0, qnina()2 7 > 一 M wy, (3.16) 


容易 证 明 玉 是 PC'[ZR] PEEL 0 
Q,, Qe, KAIO 的 定义 与 定理 3.1 中 的 定义 相同 , 所 以 连续 性 的 证 明 也 类 似 ， 
证 明 从 略 . 口 


定理 3.4 如 果 存 在 ae A- FOr <q < R EB 
M 
f(x) <0 Al h(x) x0, Vxe [7 R], a. e. t€ [0, T]. 


且 当下 面 两 个 条 件 之 一 成 立时 ， 


(i) 
f(x) P Ax) M 
a(t)x ra I, Vxe Cork a. e. t € [0, T], 
f. 3, P (x) M 
ax m x (b Yxelz aq) e eteio T], 
f(x) UN T) > M | 
"E ii x Vxe [ RR) a. e. t € [0, T]; 
(ii) 


FG») x) P U(x) M 
ae co im aa <l, Vxe [nr], a. e.t € [0, T], 


3 5 
C. wy HO, Vxe [243 a.e.1€ [0, T], 
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f(x) a) P h(x) M 
a D s Sb Velo RR) aerel] 


(3.9) 至 少 存在 两 个 正解 x1, x23F Ar < lil <q < lixall < R. 
TEAR: 证 明 过 程 与 定理 3.2 类 似 . 口 


事实 上 , 如 果 f(4, 区 和 (x) 满足 一 定 的 条 件 , 我 们 可 以 证 明 问题 (3.9) 存在 n 个 
AR. 


定理 3.5 如 果 存 在 ae At 和 0< ai «b; isn 使 得 
ft,x)>0 和 hx) 20, Yxe [abi] a.e.te[O,T], 1<i<n. 
且 当 下 面 两 个 条 件 之 一 成 立时 , (1) 


fix), n) m 
P oy 5o Vxe[ asa. a. e.t €[0,T] 


fa, DN P Ix) m, y f 
a(Dx M e Vx€ [575i bi), a. e. t € [O, T]; 


(ii) 


fx) as TUE " 
ax + px Vxe [3544 a. e. t€ [0,7] 


Jed di) "n 
ax ESL Vxe [y bibi] a. e.t e[0, T]. 


则 (3.9) 至 少 存在 n 个 解 xi (1 <i <n) JEBai < lxil b 1x ism. 
ik: 定理 3.5 中 如 果 条 件 (i) 和 (这 由 下 面条 件 代 替 
(i)* 


tt, x). P f(x) m o 
dE n x Lb Vere lanai, a.e.te[0,T] 


" 
P uy OY L V xe [orbs bi) a. e. t€ [0,7] 
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(ii)* 


f(tx) e) m 
as anri <l, V x e [yaa] a. e. te [0,7] 


fe | s 09 in l 
a(t)x vmy dO >1, Vxe[yfbnb], ae. t¢ [0,7], 


则 (3.9) 至 少 存 在 2n - 1 个 正解 . 
3.1.2 应 用 


本 节 我 们 将 应 用 3.1. 1 中 的 主要 结论 来 证 明 一 些 具体 的 实例 . 为 此 本 节 将 分 为 
两 部 分 来 讨论 . 

(一 ) 非 线性 性 

假设 fe Car([0, T] x R, R). 我 们 主要 讨论 下 面 的 二 阶 脉冲 微分 方程 周期 边 值 
问题 的 周期 解 的 存在 性 


{ x” +a()x= flt, x), | te, 
AX lia, = Ut), k=1,2,-+-,p. (3.17) 
\ x(0) = x(T), x'(0) = x (T); 
其 中 ae A+UA-， 
定理 3.6 如 果 对 所 有 的 xe R+ 和 几乎 所 有 的 te [0,7], 并 县 ae At, f(t,x) 2 0, (x) > 
0, 这 里 Rt = [0,oo0). 当下 面条 件 之 一 成 立时 : 
即 对 几乎 所 有 的 te [0, 7], 


>1, lim 2&9 5 lim I2 


! x00 a(t)x x00 [= 1 


(2 lim f(x n m lim y: à 


x30* ae | Pao kd * 


(ii) lim FO) mu my oy idm LOD | dig O> 
k=} 


x20* a(f)x m fel x40 q(f)x 
一 致 成 立 , 则 (3.17) 至 少 存在 一 个 正解 . 
证 明 : 分 别 令 r 足够 的 小 和 R 充 分 大 , 则 根据 定理 3.1 可 以 证 明 结论 成 并 . o 
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推论 3.4 如 果 对 所 有 的 xe R+ 和 几乎 所 有 的 !e (0, 7], # Ha € At, ftx) > 0, 
Ix) > 0, 这 里 R+ = [0, 0). 当下 面条 件 之 一 成 立时 : 


即 对 几乎 所 有 的 te [0,7]， 
0) lim 77 ft x) =+00 或 lim ya co, ,lim f(x) -0, lim Y. 0; 
x30* kl T0 x xerox 


P p 
(i) dim LO) ies s im $722 = 400, tim LE) 0, tim y O9 0 
RATS! ux: A x x0* x 


Kx ger * 
一 致 成 立 , 则 (3.17) 至 少 存在 一 个 正解 . 
定理 3.7 如 果 对 所 有 的 xeR+ 和 几乎 所 有 的 te [0, T]3f Ba e A^, f(x) <0, Ax) € 
0, 这 里 R+ = [0,oo). 当下 面条 件 之 一 成 立时 : 
即 对 几乎 所 有 的 +e[ € [0, 7], 


O ig A62 rig SAO 5 1, ip £02 mai 
k=l 


x0* a(t)x x30* pec x d m, a(t)x 


k=] 


0t oci i xo a(t 
一 致 成 立 ， M she. rm 
推论 3.5 如 果 对 所 有 的 xeR+ 和 几乎 所 有 的 te [0,7], 2F Rae A^, f(65x) <0, k(x) € 
0, 3X E R* = [0, 00). 当下 面条 件 之 一 成 立时 : 
即 对 几乎 所 有 的 t € [0, T], 


< P 
G) lim Z A x) -oo BY lim Y. —o0, pÆ? cw. dm sh) E 
x-30* xe 1 im, xato x 
4 p 
(i) lim Ie». -co 或 lim y B9. us Jig 2 m x) sO -fn Td) _ 
天 一 十 CO RSS Tr X x0* £1 p 


一 致 成 立 , 则 (3.17) 至 少 存在 一 个 正解 . 
例 3.1: 如 果 ae At, 0a, B<], 0<a’, P « 1 BG, B 1, o7, p> 1, Wins 
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问题 
[ x cao xt, 
| Aven con UDHEG) RL. (3.18) 
L x(0) = x(7), x' (0) = x' (7). 

至 少 存在 一 个 正解 . 


证 明 ; 当 0 < @,B< 1 时 , (tx) - x^ +2? A(x) = (2% (9) + OF (GQ) BBE ORK 
性 的 , 在 0 是 超 线性 的 ; 250,8 > 1 时 , 情况 则 恰恰 相反 . 因此 无 论 怎样 根据 推论 3.4 结 
论 成 立 . a 

事实 上 , 我 们 可 以 根据 定理 3.2 和 定理 3.4 得 到 多 个 解 存在 的 条 件 . 为 了 方便 起 
见 ,我们 作出 如 下 的 假设 : 


对 几乎 所 有 的 te [0,7], 
; Dx . t, Py 
[o Im 2 +m lig Y, #2 ah al Jim ED eS xc ) > 
一 致 成 立 ; 
对 几乎 所 有 的 re [0,7], 
- f(x) P ho fe x) Lo) 
(431) lim, a +M lim ee >1 和 dim oF f. gg 10 Si 
一 致 成 立 ; 
对 几乎 所 有 的 te 0,7], 
; I i t, Z ZI 
(Ha2) im E 204-93 ll S: < 工程 lim. Es * Mino R69) <1, 
一 致 成 立 ; 
对 几乎 所 有 的 te [0, T], 
z LRO x ni , 
— BURA; 
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(H33) 存在 g > 0, oq xx &q 时 ， 


J(t.x) Le l 
ax can i <1, a. e. t € [0,T); 


(b3) 存在 gq > 0, oq < x <q I, 


Ais h el aerel 


(Hy) 存在 9> 0, Bog «x «q Hl, 


fe.» in OS a. e. t€ [0,T]; 


ax py x 


(Hay 存在 q > 0, og « x & q h, 


f(53) | P (x) | 
oe ee 


这 里 在 (本 3) 和 (554) 中 , 如 果 el0 e At, Wo = fs EC) ROS) P, 如 
Fali) € ^^, Wor = M. 
定理 3.8 如 果 对 所 有 的 zxeR+, 24a € At, fex) 2: 0, Ix) > 0E H5) A (H3) (3) 
和 (H4)) 成 立时 , (3.17) 至 少 存在 两 个 正解 且 0 < [loll <q < lal. 
证 明 : 直接 根据 定理 3.2, 分 别 令 r 足 够 的 小 和 R 充 分 大 . 口 
推论 3.6 定理 3.8 中 , 如 果 用 条 件 (H)) 和 Gee ES) 和 (H2), 则 结论 也 
成 立 . 

对 几乎 所 有 的 te [0, T], 


P Py 
(431) lim Hx) = +00 BY lim y 30) ugs im PO sa lim Y OM 
xÜüt x xot 11 x Xem x 


„im, 


一 致 成 立 ; 
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对 几乎 所 有 的 te (0, 7], 


p 
Gip tin LE =0, im y-o, im M2 Lo, tim, y AO =o, 
一 十 DO X xcti i x x20* 1 


一 致 成 立 . 


定理 3.9 如 果 对 所 有 的 x € R*, 当 a € A^, fix) <0, I) < OAs) 和 (y 
((H32)- 和 (834) ) 成 立时 , (3.17) 至 少 存在 两 个 正解 且 0 < jixill <q < xl. 


证 明 : 直接 根据 定理 3.4, 分 别 令 r 足够 的 小 和 RR 充分 大 . 口 


推论 3.7 定理 3.9 中 , 如 果 条 件 (231)- 和 (Ao) a TE A EQ.) IQ) AR 
替 , 则 结论 仍然 成 立 . 


对 几乎 所 有 的 te€ [0,7], 
x30* x E 1 x X00 1 * 
一 致 成 立 ; 
对 几乎 所 有 的 ze (0, T], 
(Hi) lim fe» =0, lim y AO - 0, lim n ED e, lim y: 4 =0, 
m abd = Ol x 
一 致 成 立 . 
例 2: 如 果 0 <a < 1 « B, MD,aDecd0,7],(0,eo)) Hal) sA+, 如 果 下 面条 件 成 
20) 
dig) Oe aaa ac 
成 立 , 则 边 值 问题 
[ +aDz= ba? x), 
| Axleg ex) k=1,2,..,p. (3.20) 
( x(0) = x(T), x'(0) = x'(T). | 
至 少 存在 两 个 正解 . 


证 明 : 根据 推论 3.6 和 f(z,x) = AA 9), 显然 对 几乎 所 有 的 te (0, T], 


+oo, lim 


一 十 co 


lim +00, 
x-30* 


fx) _ SEX) _ 
x E x 
一 致 成 立 . 所 以 (E81) 成立 . 
令 
x 
F(x) := rax x> 0, 
WWF (04-) = 0, F(co) = 0, 因此 存在 9 > 0 使 得 


F(q)= sup F(x). 
x€(0,oo) 


Mog € x X gq 时 ,对 任意 的 0 < (€ T, 


fx), Ve). OH Mpa 


a(n)x kd * a(t) x 
BO iT RE 


< x 一 (一 一 一 
te[0,7] $5 oq 
= Dex w Fg Mpa” 
< 1 
所 以 (H33) 成 立 . . 
所 以 推论 3.6 条 件 满足 , 系统 (3.20) 至 少 存在 两 个 正解 . 品 
(=) 奇异 边 值 问题 


本 节 我 们 将 主要 讨论 奇异 边 值 问题 . 文 [69]Lazer 和 Solimini 对 模型 
„l , 
X tu = ptt) 


的 研究 拉 开 了 讨论 奇异 边 值 问题 的 序幕, 最 近 [70-73 ] 也 讨论 了 这 类 问题 的 正解 
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的 存在 性 问题 . 下 面 我 们 主要 讨论 有 脉冲 的 周期 边 值 问题 


{ x’ ta()x= f(x), it#t te[oT]) 
1 Axle =), 天 =12 (3.21) 
\ x(0) = x(T), x (0) = x (7). 


其 中 a e L'(0,T) Hf € Car((0, T] x (0, oo), R). 
如 果 对 几乎 所 有 的 te [0, T], 


lim, f(t, x) = —eo, (3.22) 


一 致 成 立 , 则 称 (3.20) 有 一 个 吸引 奇 点 ; 
如 果 对 几乎 所 有 的 te [0,7], 


lim f(t.) = +00, (3.23) 
x30* 


对 于 吸引 系统 ,证明 周期 正解 的 存在 性 问题 的 比较 经 典 的 方法 是 上 下 解 的 方 
法 , 现在 我 们 将 利用 前 面 得 到 的 结果 来 证 明 吸引 系统 的 正解 的 存在 性 . 


推论 3.8 如 果 ae AW 和 条 件 (3.22) 成 立 且 存 在 一 个 R> 0, 对 几乎 所 有 的 te [0,T], 有 


f(x) < 0 88 I(x) < 0, Vx € (0,R] (3.24) 
和 p 

ftx) I(x) m 

un <1, Yx e [> Rl. (3.25) 


则 系统 (3.2D 至 少 存在 一 个 正解 . 
例 3: 如 果 a € A^,c 0, 8» 0,0 «o « 1,0 «o^ <1 且 b()>0, 则 系统 
f x” « a(D)x 4 b(Ox" + i -0, ttj te[0,T], 
| Aves max (k=l 
\ x(0) = x(T),x’(0) = x (T). 
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至 少 存在 一 个 正解 . 


证 明 : : 因为 ae A, 所 以 m < M « 0. ftx) = — - b)? 是 非 负 的 , 0 点 是 奇异 的 ， 
KOUN = cxx (<0 且 


fbx) 1! W 1 一 一 ) 一 0， —0, (x +00) 


aDx a xi-* xl? 


所 以 , 容易 证 明 推 论 3.8 的 条 件 成 立 . 口 
下 面 我 们 来 讨论 排斥 系统 


推论 3.9 如 果 a e A+ 和 条 件 (3.23) 成 立 且 存在 一 个 R> 0, 对 几乎 所 有 的 te [0,7], 有 


f(t.x) 20 AD R(x) 20 Yxe(0,R] (3.26) 
fil 
f(t) HO) ` m 
os +My HO l, Vxe [7f] (3.27) 


则 系统 (3.21) 至 少 存在 一 个 正解 . 


证 明 : 由 (3.23) 和 (3.27) 知 当 x 充 分 小 时 , 定理 3.1 的 条 件 成 立 , 所 以 系统 (3.21) 至 少 
存在 一 个 正解 . 口 
例 4: 考虑 下 面 的 脉冲 问题 


-和 +Pz=eD， 弛 加 tel0,T], 
$ Axle con) —— k-L23R (3.28) 
(0) = x(D.3 (9) =x). 


Ra»0,k»0, ESTE jp à> 0, e € L[0,1]. & 
e* = supesse(t), e, = infesse(t). 
推论 3.10 Jn Kk € (0,7), e € L1 (0, 1] 使 得 e, <0 及 下 面 的 不 等 式 成 立 
er*< 一 一 一 = a ss +(1- Mpe cos dd (3.29) 
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则 系统 (3.28) 至 少 存在 一 个 正解 . 
证 明 : 如 果 ke (0,7), WP e A+ 根据 文献 [67] 可 以 计算 格林 函数 的 最 大 和 最 小 值 ， 


L k 1 
= — cotí( 一 5 M= IET 
m= 069 2ksin() 


所 以 各 = cos(5) 而 条 件 (3.26)-(3.27) 变 为 存在 R > 0 使 得 对 Yx € (0, R], 


E +e, 20, (3.30) 


和 对 Yxe [Rcos(5), R], 
= tet x (1 -Mpk x, (3.31) 


现在 , 固定 R= (2:5, 则 满足 不 等 式 (3.30). 根据 单调 性 知 (1 - Mpx- 4, 如果 


er < 一 一 一 a cd t (1 - Mpc” vcl cos( ) 


则 (3.31) 成 立 . 

所 以 根据 推论 3.9 系统 (3.28) 至 少 存在 一 个 正解 . 口 

BIS 如 果 a € At, A» 0, 0 < ce < yp, bE L"[0,1] 使 得 > 0, 则 对 任意 
的 ee L"[0,1] 满足 es> 0, 下 面 的 问题 


[ talx- =el), tts te[0,1), 


Ax’ lian = = CkX(fy), k- L2,- 
\ x(0) = x(1),x (0) = x^ (1). 


至 少 存在 一 个 正解 . 
推论 3.11 如 果 ae At 和 (3.23) 成 立 . 而 且 有 下 面 的 条 件 成 立 : 


f(t.3) » 0, 和 Rh)>0 Vx»0; (3.32) 


im US S 2 (3.33) 
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JF B. EXE — HR > 0 对 几乎 所 有 的 :ee (0, 7], 使 得 


ax 


f.3) Ko), m 
Myc V xe (RR) (3.34) 


则 系统 (3.21) 至 少 存在 两 个 正解 . 
MER: 直接 根据 定理 4.3, 问题 得 证 , oO 
3.2 二 阶 奇异 脉冲 微分 方程 的 周期 解 
本 节 我 们 主要 讨论 有 脉冲 的 HU 方程 的 扰动 系统 : 


人 n = 
| x" +a(Dx = f(t.x). t#h, IEJ, (3.35) 


Ax l-a = Let), k=1,2,..,p. 


这 里 , J = [0,1], 给 定 0 < << «tg «1. Ik ECR). Axle, = xE) -x (f). 
Eprat) Tx (5) 分 别 表示 x() 在 != 上 点 的 右 极限 和 左 极限 . 下 面 主 要 来 讨 
i& f(x) 在 x=0 是 排斥 的 , (4) 在 x= +eo 是 超 线性 的 脉冲 系统 (3.35) 满 足 周 期 
边 值 条 件 


x(0) = x(1), x' (0) = x'(1). (3.36) 
(假设 周期 为 1) 的 多 个 周期 正解 的 存在 性 . 
在 物理 学 上 , 如 果 
Jim fx) = +00. (3.37) 


称 (3.35) 在 x = 0 是 排斥 的 . 如 果 
um f(5x)/x = +00, (3.38) 


则 称 (3.35) 在 x = +00 是 超 线性 的 . 

对 于 没有 脉冲 的 奇异 二 阶 微分 方程 的 研究 已 经 有 了 一 些 初步 的 研究 成 果 ( 参 
JU CEA UT). 例如 Brillouin 吸引 系统 ( 参 匈 文献 240416]) 和 非 线性 弹性 伸缩 系 i 
参见 文献 [77100), er ROI CH sp YS T Ermakov-Pinney27 f£ 


x” *a(f)x 2 x^, 
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的 正 周期 解 的 存在 性 . 

最 近 文 [75] 得 到 没有 脉冲 (3.35) 的 周期 正解 的 存在 性 条 件 , 鉴于 脉冲 在 实际 问 
题 中 的 应 用 , 本 节 来 讨论 在 脉冲 扰动 下 的 (3.35) 的 周期 正解 的 存在 性 . 

本 节 ， 我 们 主要 假设 没有 扰动 的 系统 (3.35) 


x” ta(f)x 2 0 (3.39) 


满足 下 面 的 条 件 : 

(A): 对 任意 的 (ts) € [0,1]x [0,1] 及 下 面 (3.40) 的 边 值 问题 , 格林 函数 GC,s) 是 
正 的 . 

其 中 (3.40) 式 为 


x'*a(x-h(, x(0)=x(l), x(0=x(). (3.40) 
也 就 是 说 , (3.40) 式 的 反 最 大 值 规律 成 立 . 而 且 (3.40) 的 解 可 以 表示 为 
1 
x(t) = (LAY) := i G(t, s)h(s)ds. (3.41) 


A T EGC s) 是 正 的 , UEC 7 EB T Hal) 满足 a > 0 则 G(t,s) 是 正 的 
等 价 于 
Ai (2) > 0, (3.42) 
其 中 符号 a > 0 表示 Y te [0,1], a) > 0; a > 0 为 正 测 集 的 一 个 子 集 . 符号 41(a) 
表示 
x" 4 (Ax a(t)x 0 (3.43) 
的 边 值 问题 
x(0) =—x(1),  x'(0)--x'(1), (3.44) 
的 第 一 个 反 周期 特征 值 . 
最 近 文 献 [74] 也 得 到 保证 条 件 (4) 成 立 的 结果 . 为 此 我 们 引入 [的 结果 对 任 
意 给 定 的 g € [1,0], 我 们 用 | [lg 来 表示 通常 意义 下 的 (0,1) 上 的 3 范 数 . q ETC 
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ERAT Bie =1. SKO 下 面 的 不 等 式 


q 


CÊ < liu’, Yue HG (0,1). 


的 Sobolev 常 数 , 表达 式 为 
f 2x ( 2 j^ rd) ) D 
E A eee —g Co. 
Kg-| * V" r+) oe (3.45) 
L4 q7 co, 
其 中 T 为 Gamma 函数 . 


引 理 3.12 (41 当 1 < p < oo 时 , a(t)> 0 Hae LPO, 1]. 如 果 
llallp < Kp"), (3.46) 


则 (3.40) 满 足 假设 条 件 (4), ZEY s) € [0,1]x{0,1], GE s) > 0. 

JE: p = 1 时 , 根据 Lyapunov 稳 定性 定理 知 (3.46) 可 以 化 简 为 lall € K(eo) = 4. 
2p = co 时 , (3.46) 可 以 化 简 为 lallw < KQ) = 22, 本 节 所 讨论 的 情况 (3.46) 可 以 化 简 
Halt) <7. - 

下 面 在 假设 (4) 成 立 的 条 件 下 , 记 


ATP PUN. Senec GUN, umen (3.47) 


WB» A>0,0<o <1. Fw) 来 表示 当 MD = 1 时 , (3.40) 的 唯一 的 周期 解 , w(D) = 
LDO. mHE, A < lwl < B. 

为 了 定义 (3.35) 的 解 ,我 们 定义 

a E E 


X= PC'(J,R) = (x: J > Rx € COR); x daa) € Cs tt). x 5) = x (9, 3 x E 


则 X= PC'(,R) 及 范 数 


lIxllpc = max{llxlic, lix lloc) 
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其 中 


llxllc = suplx(2l. — lix llc = sup Ix (£1 
teJ tet 
构成 一 个 Banach 空间 . 


引 理 3.13 如 果 x 是 方程 


T P 
x()= T G(t, sy sds + DG t) n), 
=] 


的 解 , JC rh iQ, s) 是 下 面 方程 的 格林 函数 . 


f + a(t)x - 0, t€ J, 
| x(0) = x(1), x'(0) = x'(1). 
Wx 是 脉冲 问题 (3.50) 的 解 
fx” +a()x = hO), te J, 


1 x(0) = x(1), x'(0) = x'(1), 
L Axl-s =O), k=1,2,…,p. 


证 明 : 证 明 过 程 与 引 理 3.3 类 似 , 从 略 . 
TEX = PC'[0,1] KER || 上 定义 


K={reX:x()20 Vi, min x(@) > alidi}, 
其 中 o 见 3.47 式 . 


K. 


(3.48) 


(3.49) 


(3.50) 


(3.51) 


ERK 是 X 中 的 一 个 锥 . ERA € L1(0,1), AA > 0 关于 1 几乎 处 处 成 立 , 则 Lh € 


WF : [0,1] xR > [0, 0c) 是 连续 函数 . 对 Yx e X Alte [0,1] 定义 算 子 了 : X X, 


P 
(T0) - f° GEIF Ads +Y CEDG) 
k=1 


引 理 3.14 7 是 全 连续 的 . 


(3.52) 


3.2.1 正 周 期 解 的 存在 性 


本 节 假 设 Yte [0,1] 和 x > 0, f) > 0,140) > 0. 我 们 主要 讨论 超 线性 排斥 系 
统 ( 见 (3.37) 和 (3.38)), 不 失 一 般 性 , 假设 f(z,x) 和 到 (x) 满足 
(Fi): 任意 的 常数 > 0, 存在 函数 pz > 0 使 得 


f(x) >L), Vé, x) € [0,1] x (0.7; 


有 很 多 函数 是 非 线 性 的 例如 fl,x) = b(r)x79 + (tx? + e(t) ALC, x) = b()x^* + 
c(t)e* 4 e(t), a, B>0, ALLA T f(x) A(x) 做 如 下 的 假设 : 
(F2): 在 (0, oo) 存 在 连续 非 负 函数 g(x), h(x) 和 y(x) 使 得 


ft,x) < g(x) + h(x) Yt x) € [0,1] x (0,00), 


p 
Soh) < YX) Wte x) € [0,1] x (0, 09) 
k=1 š 


而 且 在 xs (0,00) Eg(x) > 0 是 不 增 的 函数 , h(x)/g(x) 和 y(x) 都 是 不 减 函 数 . 


定理 3.10 如 果 al(?) 满足 条 件 (4), f(x) WARE) AE). 而 且 还 有 下 面 的 条 
fF (3 ATE 
(3): 存在 一 个 正 数 x 使 得 


r > llwlle(or)(1 + A(r)/e(r)) + By(r). 


rho, B 和 w(t) 见 (3.47) 式 . 
则 (3.35) 至 少 存在 一 个 正 周 期 解 且 0 <Ill <r. 

WEBB: 我 们 将 利用 Leray-Schauder 抉择 定理 来 证 明 解 的 存在 性 . 
SNo = {no, no + 1,- id ]; 其 中 选择 no € (1,2,- e} 使 得 


llwllgelon + hG)/ ger) + Byr) + 1/no <r. 


见 (53). 固定 ze No. 考虑 下 面 的 方程 


l x" c a(t)x = Afo(t.x(0)-a(t)/n, tE tk (3.53) 


AX lis, = Ix(x(ty)), k= 1,2, p 


HPA e [0,1], V(x) € [0,1] x R, f(x) = f(tmax(x, 1/n)). 则 问题 (3.53) -(3.36) 等 
价 于 在 PC'[0,1] 上 的 下 面 的 不 动 点 问题 


x — AT,x qn, | . (3.54) 


HET, 如 (3.52) 式 所 定义 的 算 子 , f, (o DRE (Lx). 

则 Y4 e [0,1] (3.54) 的 任意 不 动 点 一 定 满足 Ilxi| er. FAR, 假设 对 某 一 4e 
[0,1]x 是 (3.54) 的 一 个 解 使 得 ||x|| — r. A(t, x) > 0, 再 根据 引 理 3.14 Save, x(1) > 1/n 
Tür > x(t) z 1/n-- ax — 1/nll. 由 no 的 选取 知 1fn < 1/no <r. 而 且 对 任意 的 : 


x()>1/n 和 rzx()z1/necx- l/a] z 1/n-o(r—1/n) > o. (3.55) 
EH (3.55) AA PE (F2), 对 任意 的 b 
P 
x) = A j i GU, s)fals,x(s))ds + YG El) + 1/7 
k=1 
< G(t, s)f(s, x(5))ds + 360. tI) 1n 
0 k=l 


1 p (3.56) 
< f Gt DENA + h(x(s))/g@(s)))as + BY Gt) + Ln 
k=l 


lA 


g(orY1 Ago) f ' G(t,s)ds-- By(r) T 
< |lellgtorY1- h(7)/g() + By(r) + 1/no. 
AE, 
r = Ibl < folle(or)(1 HAON + By(r) + 1/n. 
这 与 mo 的 选取 了 矛盾, 所 以 Yae [0, 1], (3.54) 的 任意 不 动 点 一 定 满足 zll 关 六 


由 前 面 的 证 明和 Leray-Schauder 抉择 定理 知 (3.54)(4 = 1) 有 一 个 不 动 点 , id 
Aixn, 则 方程 (3.53) ( 4 = D) 有 一 个 周期 解 x Elx <r. 因为 x 满足 (3.54) 式 , 对 Yi 
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x(t) > 1n 而 且 x 是 (3.53X A = 1) 的 一 个 周期 解 . 
下 面 证 明 解 x%% 有 一 个 一 臻 有 界 的 下 界 , 即 存在 一 个 与 ze No 无 关 的 常数 6 > 0, 
使 得 对 任意 的 ne No 
minxn() > 6. (3.57) 


ECL) SFE TR BG, > 0 使 得 Y(t,x) € [0,1] x (0,7], Atx) > pÀ. 所 以 


p 
x() = i  G(t,s) fs xal ds +) G( t) (1) + 1/n 
kl 


I p 
D G(t, s) fs. x, (5))ds + C(t, t) It) + 1n 
k=l 
P 
> f’ EIAs + EGEREN Ln 
9 k=l 


> i ! G(t,8)4-(s)ds 
> Allil =: ô. 


下 面 只 需 证 : TERAH > 0 和 所 有 的 n > n, 有 
lenll < H. (3.58) 
AAS Ar, S 
M. 3 P 
= t,x), M = Gi(t,5)|, M3 = 
1 = max max f(t,x), M» max l i(t,5)|, M3 mp2, a0) 


te{0, 1} xe[ó.,] 


EA 


1 p 
max nD = max | Í Gilt, s) f Gs, xs (s))ds + 2.65. 3I 6:09) 


< MM+M M = H. 


Fillxyl] < r 和 ( 3.58) 知 {xnjwem 在 [0,1] 上 是 有 界 的 而 且 等 度 连 续 . 根据 Arzela- 
Ascoli EE Ax, Ine, 存在 一 个 子 序列 , enren, 在 [0,1] 上 一 致 收敛 到 函数 xe 
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C[0, 1]. Elixa « r 和 (3.57), Vt, x 满足 5< xs) sr. 而 且 , xu, 满足 积分 方程 
p 
Xn (f) = i G(t, fs xs, (SDds + VG th) + Lay. 
kel 


4-v — co, M 
x() = i ' O(t,s)fls.x(s))ds+ Y-6t, toli (f). 
k=1 . 
Hp fit, x) 在 [0.1]x 了 区 站 上 是 一 致 连续 的 . 所 以 x 是 (3.35) 的 一 个 正 周期 解 . 
最 后 不 难 证 明 idl <r. 与 前 面 的 类 似 证 明 | = 是 不 可 能 的 . 吕 | 
推论 3.15 根据 定理 3.10 考 虑 ( 335) P, 0,3) 0928 PERERA 


{ E -X 
E *ge() teli), Ostsl t#h, (3.59) 


h(x) = ykx, k=1,2,---,p. 
Ha > 0,82 0, yx» 0, SEEKS BY), c(),e(1), € ClO, 1] BBA BAAS > 0, 
A>0 是 一 个 正 数 . 而 且 , BO ye <1. 则 
G) 如 果 86 < 1, Hu > 0 时 , 3:35) 至 少 存在 一 个 正 周期 解 . 
Gi) 如 果 8> 1, 250 < u < ps( 其 中 js 是 某 正 常数 ) 时 , (3.35) 至 少 存在 一 个 正 周期 解 . 


证 明 : 我 们 只 需 验证 前 面 的 定理 3.10 的 三 个 条 件 . 
Kx dr (i) = L7? - min, b(t), 则 条 件 (F1) 满足 . 


取 
p 
g(a) = box, MO)=pco +e, W= yer, 
k=] 
其 中 
bo=maxb()>0, co=maxc()>0, ET max e(f) > 0. 
MEET) 满足 . 


I TE(F3)29: Mr > 0, 


RE co pare 
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a -BEZ yaer! /wl ~ bo — eor? 
(«jen Maple Et s 
时 ， 
(3.35) 至 少 存在 一 个 正 的 周期 解 . 
注意 到 当 B < 1 时 ,ps = 00; 当 8 > 1 ET, i, < oo. 
定理 3.10 也 可 以 应 用 于 下 面 的 例子 


f f(nx) = dx + uele tel), — 0StS1 ttg 
eee. k=1,2, ,Dp. 


我 们 会 得 到 类 似 推论 3.15 的 结果 . 
定理 3.10 也 可 以 应 用 于 下 面 的 排斥 系统 


f fl x)= bof +e), | 0<t<1l tthe 
Wie k= 1,2,...,p, 


XEL > 0, y> 0, e> 0, BR ve <l 


下 面 我 们 将 利用 锥 不 动 点 定理 来 找 系统 (3.35) 的 男 一 个 正 周 期 解 . 


定理 3.11 WRR AF HE 成 立 . 而 且 ， 
(Fa): 在 (0,co) 上 , 存在 非 负 连 续 函 数 g1(x), ME) 和 yi(x) 使 得 


ftx) go) + hx) V(t, x) € [0, 1] x (0,00); 


p 
> Hele) > vi) v(t, x) € [0,1] x (0,00) 
k=} 


(3.60) 


3X Hes (x) > OE x € (0,co) 上 是 不 增 的 , h (x) /e1(x) lys x) 在 ze (0,c0) 上 是 不 减 的 ; 


(Fs): 存在 一 个 正 数 R >r 使 得 
R < llle g(R)Y GR) gi(oR) + Avi (CR), 


Etg, A 和 w(t) 见 (3.47) 式 ， 
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则 除了 定理 3.10 中 的 解 外 , 系统 (3.35) 至 少 还 存在 一 个 解 X Bor < ll < R. 


证 明 : SX = PCR], K XX "POE, SQ) = B, C X, Qo = Bg C X. 由 (3.52) 定 义 
BUFT:Kn (05/01) O K, 由 K 的 定义 知 , 对 任意 的 ze Kn (00/01) 89580 < or < 
x(t) < R. 

首先 我 们 证 明 当 x e KN AQ, 时 , IITxl < lx. 事实 上 , n Axe KNINA, 
Wall =r. 与 前 面 (3.56) 式 的 证 明 类 似 可 以 得 到 | 了 x r, 矛盾 . 

下 面 我 们 证 明 当 x € K 0003, Tx > xl. 

Axe KNA. Will =R, x) = eR. 由 (84) 和 (Fs) 知 , 当 0<t<1 时 


1 


1 p 
CAD = f Gx)as+ DGG) 


iV 


P 
[ote squat + Jer Gd + AL CaCO) 
k=l 


M 


> f GEIAU er Rf e ds 4i (R) 
gU --h(cRygm (c Ryo) + Ay (oR) 

> olollgi (Lr Ry/ gi (8) 4 (78) 

R= ixl. 


Y l 


iv 


PALIT > Ul. 

由 锥 不 动 点 定理 1.7 知 7 有 一 个 不 动 点 te Kn (Q3). YE Hr < lla] oR. S 
然 是 (3.35) 的 正 周 期 解 且 | 到 > 六 

这 时 我 们 再 来 考虑 (3.59) 式 超 线性 5 > 1 时 的 情况 . 令 c(D) > 0. 验证 条 件 (F4)， 


令 
Pp 
go =b, hauas es yi) 9 vex 
kel 
其 中 
by = min b(#) > 0, c= minc(?) >0 a= mine(?) > 0. 
条 件 (55) 为 
us (1-4 Ya VERT owl) bi -eR G.61) 
f d 


因为 8 > 1, 所 以 当 R > tolf, 上 式 右 端 趋 近 于 0. 所 以 对 于 任意 给 定 的 0 < p <p, 
其 中 心 殉 推论 3.15 总 可 以 找到 充分 大 的 R > 7 满 是 (3.61) 式 . 所 以 (3.35) 存 在 一 个 正 
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AAH HIH > r. 


推论 3.16 (3.59) POR > 1, yp > 0, BDE ye <1, b(A > 0, c(t) > 0, RIO < p < uu dB 
应 的 系统 (3.35) 至 少 存在 两 个 不 同 的 脉 溃 周 期 解 . 
对 于 (3.60) 也 有 类 似 的 结论 , 


3.2.2 半 正 定性 
本 节 主 要 来 讨论 当 (3.35) 为 半 正 定 的 情况 下 的 多 个 解 的 存在 性 问题 . (3.35) 为 
半 正 定 的 情况 是 指 j(,x) 可 以 改变 符号 并 且 满 足下 面 的 条 和 件 
(G) FEE HELM > 0, 对 任意 的 (1,x)e [0, 1] x (0, 00), EFE, x) = f(t, x)- M» 0. 


(G2) 存在 非 负 连 续 函数 g(x), h(x) Myo) EEFE x) < a(x) + A(x), Dhar) S vO). 
并 且 当 xe (0,00) 时 , g(x) > 0 是 不 增 的 , y(x) RIA Q)/8 Q0) 是 不 减 的 ; 


(G3) Hix € (0,00) 时 , 存在 一 个 不 增 前 连续 函数 gof(z) 和 一 个 常数 Re > 0 使 
得 Hafe x) € [0,1] x (0, Ro]HJ, fx) > go(x) 其 Pa W Rim, ,or go(x) = +0 
Allimyo+ SË ? go(u)du = +00, 


定理 3.12 如 Hald 满足 条 件 (4), f(x) TIU) & = 1,2,…,p 满 足 条 件 (G1)-(G3). 
TA, | 


(Ga) 存在 r> Miolo, 使 得 r > gar- Mio + Aea + By@), Xo, B 
Mat) 见 (3.47) 式 . 则 系统 (3.35) 至 少 存 在 一 个 正 的 周期 解 且 0 < lix+ Mull] <r. 


qERB: 因为 此 定理 的 证 明 与 前 面 的 定理 3.10 的 证 明 有 一 部 分 类 似 , 因此 这 里 我 们 
只 给 出 不 同 的 部 分 . 
. & No = {m,m+1… 小 这 里 选取 适当 的 mo € (1,2, BEE n < ev — Mjw 和 
llwlle(or — Mill. + 56)/860)) + By(r) + Lng <r. 
我 们 将 首先 来 证 明 


| x" t a(t)x = F(t x) ~ Mo(f), t# t (3.62) 


AX lan =U), Kk L2, p 
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存在 一 个 满足 条 件 (3.36) 的 解 x 并 且 当 te [0, 1], x() > Mon) RIO < ll « r. 如 果 这 
个 结果 成 立 , 很 容易 证 明 z( = x() - Mot) 是 (3.35)-(3.36) 的 解 而 且 0 < lu + Moll < 


由 (3.62), 对 每 一 个 ze No, 考虑 方程 


| x + (Dx = AF D- MAD +À, t24 iu 


Axle = 各 Cr) kol2.p 


Rh Ex) := F(t,max(1/n,x}), Kx) := I (max(1/1,x]), (x) € [0,1] xR, BA € 
[0,1]. 
问题 (3.63)-(3.36) 等 价 于 下 面 的 不 动 点 问题 


x() = AC $ i G(t,s)F ,(s,x(s) — MuX(s))ds + Gd Ix + In. 864) 
k=1 


类 似 前 面 的 定理 3.10 的 讨论 , 不 难 证 明 (3.64) 的 任何 解 都 满足 条 件 ||xl| 关 rx. 再 
利用 Leray-Schauder 抉 择 定理 , 系统 (3.63)( 4 = 1) 对 每 一 个 re No, 都 至 少 存在 一 
”个 周期 解 za 并 且 |lza< ~ 下 面 我 们 来 证 明 当 n > no 时 , 存在 常数 万 > 0 使 得 


FAES: 


事实 上 , ER, (0) = x, (1) Ruf (x(t)) > 0, 所 以 存在 bo € [0, 1E) = 0 或 
者 [0,1] 上 的 脉冲 点 := 如 HE x), (d) = 0. 从 0 到 1 积分 (3.53) 式 , 则 


a(t) 


PN. 
f a(t)x,(t)dt = D [Falt ža- M) o] n (x(t), 


Hx (0) = x (1), 则 


: = ax |X, 
llxnll joe | #6) 
a(s) 


- deri xf [Fn(5,%n(s) - Mus) + =" —a(s)xn(s)lds-+ 2, NECA 


fo<ty<t 


< a f [Fn(s,%n(s) - Mw) + «Oye Go) «ao ji xy(s)ds 


eren 


-2 f a(s)x_(s)ds x 2rllalh =: H. 
下 面 的 引 理 我 们 将 来 证 明 存在 一 个 常数 5 > 0 和 充分 大 的 n 使 得 
xi(t)~Mo(t}>6  Yte[0,1], (3.65) 
根据 类 似 定理 3.10 的 讨论 可 以 证 明 下 面 的 不 动 点 方程 


P 
x(t) = f ' G(t, s)F(s, x(s) - Mo(s))ds + SG toda xfi), 


一 个 解 , 也 就 是 系统 (3.62)-(3.36) 存 在 一 个 解 x m Ell <r, 对 任意 的 +e [0,1], 
x(t) - Mu(t) > 6. 


3]38 3.17 存在 一 个 常数 5 > 0 和 一 个 整数 mm > no 使 得 (3.63)(4 = DRE Exa 
3n > mif, 848 (3.65). . 


WEBB: 由 条 件 (G3), 存在 Ri € (0, Ro) AEA Mo (5x) € [0, 1] x (0, R1] 时 ， 
F(t,x) - a(t)x > Bo(x) > max (M, rllalli] (3.66) 


其 中 各 也 满足 条 件 (G3). l 
选取 nl € MEIH /n < RI 并 且 令 N = (mum +1,---}. ine Ni 时 , 令 


O<)an= min[xn@)-Mo@) 和 By = maxi) - Mox]. 
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MAn € NI 时 , Bs > Ri. 车 不 然 , 存在 ne Mi 使 得 86; < Ri. 则 容易 证 明 
F(t, xy(t) - MoXt)) > riial. (3.67) 
事实 上 , WELA < x (n - Molt < Ry, 由 (3.66) 式 得 


Falt, xn) Mw(D)) = FEX- Mo) 


at) (0) - MWCO) + &oG (0) - Mot) 
ont) - Mot) > rialli, 


IV Vit 


tn x, (0) - Mut) < 1/n, W 
F(t, Xn(t) - MoXt)) = F(t, 1/n) > a(D/n-* go(1/n) > Bo(1/n) > rllalh. 


从 0 到 1 积分 (3.63)(4 = DX, 可 以 得 到 


一 
It 


p 
Í [a(t)x_(0) — Fat, xs(t) — Mol) - a(t) ndt- JR xtti) 
1 


k= 


f ' axa(Dat (1/n) Í * a(Bdt- [ T Fux) - Molh )dt -EP 


Il 


A 


f ' a (Dx (dt — rllalli <0, 
由 (3.67) 式 和 lixnl| < ”矛盾 . 所 以 当 n € NL 时 ， 


ln- Moll > R1. (3.68) 


现在 我 们 来 讨论 am 的 最 小 值 . 当 n > m HE. 有 两 种 情况 . 
情况 1. a, > Ry. 由 (3.65) 式 显然 . 
情况 2. a, < Ri, 存在 an € 0,1], 


a, = min [x«()) - Mo(?)] = xn(an) - Maas) < Ri. (3.69) 


因为 cy = Xn(Gn) — Mwlan) < R1, 由 (3.68), 存在 cn € [0,1] (不 失 一 般 性 设 an < cy) 使 
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得 ze(cn) = Molen) - Ry Ban x t x eht, xÒ € Mot) +R. Wr € [an cr] 时 , 
F p(t, xn() ~ Mto()) > AAxx - MoD) + M. (3.70) 
事实 上 , Bn e [an,cn] 使 1fn < xÀ- Mo(t) x Rs, W 


Falt Xn- Mo(t)) = FE xali) - Mo) 
> a(t)xw(t) - Me(D)) + Boxn(D) — Molt) 
> alA(a()-— Mo(D) M, 


Ant € (an Cn] 使 mw(O- Mau(D < 1/7, JU 


Fw(t,x,(t)- Mo(t) = Fa, 1n) 2 an+ go(1/n) 
> a(Ü(x«(t) - Mo())* M. 


所 以 (3.70) 成 立 . 

由 (3.63)( A = 1) 来 证 明 (3.70) 式 . in R Elance P F E pk IP t f 
Ran < ti < fig < $ € fie jl < Cn, Shiny = [antha = (tatio ,有 = 
(t2.j-2.fij-1] lij = (tej-tien], (0 € ti S an S fk = tl S Cn € pii z 0,j 2 0) W, 


EINE [än ti+1], 


xO- Mo (A) = -a(t)x«Q) + Fylt, xs(0) - Mox) + a(Q/n— M1 -aA 
-a(t)x«(t) + aA) - Mut) + M+ alt) n- MIS a(tyot)] 
= a(t)nzO. 


V 


AA Hre 1 时 ， x (an) Mw (ay) = 0, x,(r) - Mw’ (t) > 0, ER y, := xn- Muotia E 
ERIM. e) - Moa) > 0 Mx) = x()4 (t) > 06k = 
1,2, phx} (tt) — Mw (ha) > 0, W Hr e Ino 时 ,DO - Mew 人 (1) > OR Bn := 
x, - Mw 在 fi2 上 也 是 严格 增加 的 , 依次 类 推 函数 mm := x. - Me 在 及 上 是 严格 单调 增 
加 的 . 所 以 x 六) = x () + xt) > x (G) k 1,2, p. PIER, := x. — Mo 
在 [an,cqj 上 是 单调 增加 的 . 不 妨 用 6 HEA AR yn FE Lan, Cn] E RS e ER c. 
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为 了 证 明 (3.63) 式 这 里 我 们 首先 来 说 明 当 ne Mi 时 ， 
Xn - Molt) > Vn. (3.71) 


若 不 然 , 假设 存在 ze Ni 使 得 an < 1/n. 则 存在 an < b, < cn) Etx) - Moby) = 
1/n HHan € t € br, xn(t) - Mot) € 1/n; ib, x t < cVT, 1/n € xn(t)— Mo(f) € Ri. 
将 (3.63)( A = DR E] 3x7 (0) -Mw (O 然后 从 加 到 cu 积分 , 得 


fF Foy = [ÄP -MANED Me 
= Foor) Moos (0 Me (OY 
- Jp, Gu O+ aC sal a WO Mu (yd 
[On Murat [^ Gas) - Ires = Ma OG 


由 lll < rib] « H, 知 第 二 项 是 有 界 的 . 第 一 项 是 
(E (es ~ bi tas?) /2 - Meses! (Gn) (25) (an) * Mf ^ x (Qu (dt, 
XR. 所 以 存在 常数 > 0 使 得 
Ry 
Í n FEOIL. (3.72) 
另 一 方面 由 (G3) 知 , 可 以 选择 充分 大 的 n2 € Ni , in e No = (1,02 * 1, T, 
Ry Ry 
/FE Day | g0o)dy > L. 


所 以 当 ze Nz 时, (3.71) 成 立 . 
最 后 我 们 证 明 情况 2 中 (3.65) 是 正确 的 . 在 (3.63) (A= 1) 的 两 端 同 时 乘 以 x(D)- 


Mw'(t) Man Plen 积分 ， 


[L F(t,xy(t) - Mot) () -Mo (dt 
5 f F(t, nD- MAONO - Mw") dt 
= /CO axl) DINED - Mes at 


[re 


xs 


n 


zz] 


与 (3.72) 式 类 似 的 证 明 可 以 得 到 上 面 的 等 式 的 右 端 是 有 界 的 ， 
A 
f FEOL 
另 一 方面 , 当 me Nz 时 , 由 (G3) 式 , 当 oo OF, 
Ry Ry 
[FEO d= | gody Mt - e) 2 +0. 


所 以 存在 常数 6 > 0 fifa, > 6. 因此 引 理 3.17 证 毕 . 


推论 3.18 令 (3.35) 中 的 f(z,x) 如 (3.59) 式 , 其 中 @ 21,820, yy > OK = 1,2,.… p) 
BY yx <1, b(A, c(t), YE CLO, 1] MBI BK, 对 任意 的 5 BA > 0, e(0 € CT0,1] 
和 wx > 0 是 正 的 常数 . 则 


(i) 如 果 6 < 1, 4p > 0 时 , (3.35) 至 少 存在 一 个 正 周期 解 . 
Gi) 如 果 8> 1, 40 <p < pu (其 中 心 是 某 正 常数 ) 时 ， (3.35) 至 少 存在 一 个 正 周期 解 . 


证 明 : 我 们 应 用 定理 3.12 令 M= eg = max; e(t) f 
P 
a(x)=box®, — A(x)=ycox’+2e0, — (x) = Do ex 
k=l 


则 条 件 (G1)-(G3) 满足 . 条 件 (G4) 为 存在 r > llwllyc, 使 得 


ihe (l -BYavor(er - Mlwll)*/lell - (bo *2ey^) 


cort tB 


7l 


所 以 当 
站 人 
r»Mlll/c core 
时 , (3.3 引 至 少 存在 一 个 正 周 期 解 . 
注意 到 当 8 < 1 Rf, i, = 0o; 248 x 1 时, jt, < c, 
下 面 我 们 将 利用 锥 不 动 点 定理 来 证 明 (3.35) 存 在 另 一 个 解 . 
定理 3.13 如 果 条 件 (4) 和 (G1)-(G4) 成 立 . 而 且 满足 下 面 的 两 个 条 件 : 
(Gs) 在 (0,co) 上 ,存在 连续 非 负 函 数 gi(x) ,请 (9, vie) 使 得 


F(t,x) = f(x) + M2 g(x) + hi(x) V(t,x) € [0, 1] x (0,0), 


Pp 
SD = 11) V(t, x) € [0, 1] x (0, 0) 
k=] 


这 里 在 re (0,00) E, g1(x) > 0 ROI Q0 m C2 ,yi 不 减 的 ; 
(Gg) 存在 正 数 R >r 使 得 


R < ellogi(R)Y +A (oR Miio) gi (eR - Mic) + Ay\ (CR). 


则 除了 定理 3.12 存 在 的 正 周 期 解 x 外 , 27 PEG. 35) dk 58 — A LX MES € 
PC'[0,1] 并 Br <il -- Mul x R. 


证 明 : 由 定理 3.12 的 证 明 , 只 需 证 方程 (3.62) 存 首 一 个 周期 解 ze PC'[0,1] Butt) > 
Molt) Bir < lju < R. | 

$X = PC'ULA), K AX PRHE, $O = Q, 和 Q2 = Os. 由 (3.52) 定 义 算 子 7 : 
KoQ) ^ KE BFG- Mo) REF). BK XM, 对 任意 的 x € 
Kn (5/0) 都 有 0 < or~ Mill < x(5) - Mols) < R. BEELZEK n (Q9VOs) 中 定义 
的 不 动 点 7 就 是 (3.62) 的 正 周期 解 . 因为 条 件 (Gs)-A(Ge) 能 够 保证 定理 1.8 中 的 条 
fEG, 再 由 定理 1.8 和 定理 3.11 的 证 明 能 够 在 KN(Q2\Q1) 中 得 到 不 动 点 7 最 后 ， 
&-u-Muw 就 是 我 们 要 找 的 (3.35) 的 正 的 脉冲 周期 解 . 

下 面 再 来 考虑 推论 3.15 中 的 例子 (3.59) 式 , 我 们 主要 讨论 8 > 1 的 情形 . 假设 Yi 


72 


c(t) > 0. 证明 (C5), 只 需 令 
p 
go) -bx*, heu, — n@)= oye. 
k=l 


条 件 (G6) 为 


(-AXfyoR oD bo ac 
SENCCN UL NN o 


因为 8> 1, 所 以 当 R-， +eo 时 , (3.73) 的 右 端 趋 进 于 0. 所 以 ,对 任意 给 定 的 0 < H< He 
(这 里 4 与 推论 3.15 中 的 取 值 相同 ), 总 可 以 找到 充分 大 的 R > > 满足 (3.73). 所 以 ， 
(3.35) Hr de 8 PE BG BKHEUS REX GE GHI + Meal] > r. 

推论 319 如 果 (3.59) 中 对 任意 的 5 8> 1,5)» 0, c0» 0, y 2 0 &— 1,2, p. Il 
BBY yy « 1 则 ,任意 的 x 且 0 <p < po, 对 应 方程 (3.35) 至 少 存在 两 个 不 同 的 脉 
冲 周 期 解 . 
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第 四 章 ” 非 线 性 生物 动力 系统 中 的 脉冲 问题 


利用 拓扑 度 的 方法 研究 非 自治 一 阶 脉冲 微分 方程 系统 的 周期 解 的 存在 性 , 文 
RAUS) AE RTE, 本 章 主要 是 对 生态 系统 中 的 具体 的 互惠 模型 和 具有 功 
能 反应 的 捕食 模型 进行 具体 的 讨论 . 


4.1 具 脉 冲 的 广义 互惠 系统 的 脉冲 周期 解 


利用 拓扑 度 的 方法 可 以 研究 非 自治 微分 方程 系统 的 周期 解 的 存在 性 , 最 近 又 
有 文献 专门 利用 拓扑 度 的 理论 讨论 脉冲 微分 方程 , 本 文 则 研究 具有 脉冲 出 生 率 和 
周期 系数 的 互惠 系统 , 这 个 模型 最 初 由 May RM 在 1976 年 提出 [ll , 它 的 方程 以 如 
下 形式 给 出 : 
it) = ri ua +51)! - cru], TS 
l WÀ rv — v2 + bu) — ev]. 
EK Bk -b;-d; (i2 1,2) 是 内 豪 增 长 率 , bud; 分 别 代 表 出 生 率 和 死亡 率 ， 
aj, bj, cj, bi d; (i = 1,2) 是 周期 为 w > MERA. ud, WO) 代表 种 群 在 时 刻 ! 的 
密度 . 种 群 v()) 的 存在 有 助 于 xD) 的 增长 , 换 句 话说 , WOO 的 存在 增 大 了 ut) 的 环境 
容纳 量 , 反之 亦 然 . 文 022428] 推 广 了 模型 (@) 讨 论 了 下 面 的 更 广义 的 互惠 模型 的 周 
期 解 和 概 周 期 解 的 存在 性 . 


d(Dyi() 


; G2 1,2,...,n), (4.1) 
g+ > ejDy;Q) 
jl it] 


yit) = vila) — cADyi( - 


在 现实 世界 中 , 种 群 的 出 生 不 是 连续 时 间 的 而 可 以 看 作 是 脉冲 式 的 行为 , 有 
许多 就 动物 表现 为 季节 性 的 规律 . 因此 为 了 更 精确 地 描述 这 种 现象 , 我 们 可 以 修 
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正 模 型 (4.1) 变 为 如 下 的 脉冲 微分 方程 ; 


EEN O EA O E a O E EE 
a+ Y, ety) 
jx 


1 Ayi(Dlisr = VG) - yia) = it + hindi, t=%, (k=1,2,---), 
(4.2) 
对 于 系统 (4.2) 我 们 假设 : 
(Ha) bx > 0 表示 种 群 y; ENB, 的 脉冲 出 生 率 ; hi > 0 表示 种 群 y; ZEB AO BK 
冲 收 获 率 . 
(Haz) V) 和 yi( 丰 ) 分 别 表示 yi 在 时 的 左 极限 和 右 极限 ,本文 假设 y; n 是 左 连 
续 的 . 
(Has) 系数 函数 是 连续 非 负 的 w 有 周期 函数 ; 
(Haa) 存在 正 整数 q 使 得 rg = t+ w, bieg) = bus 不 妨 假设 大 震 0 BOWN (4 = 
多 ,大 stm}, 所 以 g =m. 
对 于 系统 (4.2), 作 变 换 : 
yi(t) = expla), (4.3) 


则 (4.2) 变 为 
1 d) — la (-eDexptsD)- — PO rag, 
| g()* J, ef)exp{x;(D)} 
| jal fei (4.4) 
| Axil = xi(fg) E xil) = In(1 +bik+hir)h t=, (k-1,2,.-m) 


1 x(0)  —x(w(i-12,-n) 
为 方便 , 对 于 i = 1,2,…# 本 节 采 用 下 列 记号 : 


e Y. In( + Bie + hg) 
zl fl amon 
fiz = l fds, - dir. 
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对 于 一 个 脉冲 微分 方程 


| XD) = f(t,x),t€ [0,0], t£ t, k= 1,2,.…, un 


AXD- = KORY = x (t) — x(q), x(0) = xo. 


其 中 ze mf: RXR" >R ROEGIRSEGRI f(t 0) = foie o mies 3 
在 正 整 数 q Eus = te + w, Ius) = I). 


EM 4.1 如 果 x: [0,0]  R" 是 方程 (M) 的 周期 解 需 满足 下 列 条 件 : 

G) x) EuN [0,0] 是 具有 第 一 类 不 连续 间断 点 的 光滑 函数 , 在 不 连续 间断 点 是 左 
连续 的 ; 

(ii) x(£) 满足 方程 (M), Hx(t+w—0) = x(t—0),1 € R. 


引 理 42 R^ = ((iyz....»») i > 0,1 = 1,2,...n} 关于 系统 (4.2) 是 正 向 不 变 的 . 
WEB]: 根据 生物 学 意义 ,假设 y;(0) > 0, Bl (y1(0),y2(0),....05.(0))7. eR?, 则 易 知 命题 
得 证 . 


为 了 利用 第 一 章 第 二 部 分 的 重合 度 理论 , 证 明 系 统 (4.2) 周 期 解 的 存在 性 , 首 
先 要 把 问题 纳入 到 引 理 的 框架 中 , 找到 一 个 适当 的 有 界 集 . 令 


CHO, w; t,t stm] = 
f 


XE t9 t.t, ,tm 连 续 ; | 
[2510] > P: itO- OTEL = tiit ts ES 1 
\ X(f) = X(t, — 0),k= 1,2, m. J 


X= (x € C [0,0;1,0,--- ,tm]Ix(0) = x(w)}, RAM all = n ixl, x e X, "PII 
telO, w 
AR" 中 的 任意 范 数 . 

Z= Xx RM), 取 范 数 |lzllz = lde + lvl, 其 中 z = (x,y) € Zx e My e R™, 

A FAX, ZY AEE BA lenll lz F Banach B. 

4 
domL = (x € CÜ(0, v; 0,... tm]x(0) = x(w)}, 
L:domL — Z,Lx = (x, Ax(ny),... Ax(tm)), 

N:X-Z. 


76 


KerL = (xe Xx = he R"}, 
o m 
Iml = {2 = (fein 69) € Zl f f()ds* cx = 0), 
0 k=! 


ete 
gi) + Lint 2 je 


则 , ImL AZ, LPR RAS ih) Fredholmbhayt. 定义 


Nx = (aQ- (047 - 


XO (In(l + bie + hi))um).x € X. 


Px- > / x(Ddt,x € X; 


Qz- Qf ein) = (tf fes Y ex),0,...0). 
0 (k=1) 
SFP AO 是 连续 的 投影 算 子 , H 
ImP = kerL, kerQ = ImL = Im(1 —- Q). 
SZ = (f.ei,... cy) € IML, FLEX € Doni c X, 使 得 
x) = f(O, t E tk, 


Ax(t) = cx, f = fj, k = 1,2,...m 
则 
1 
x= f S(s)ds + F ck + x(0), 
0 tk 


由 x(D e KerP, DI f x(s)ds = 0. 所 以 
0 


at w 
| i / f(s)dsdt + 1 Dt cox) =0 
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所 以 ， 
1 td m I nm 
x(t) = / Kod ag / / fesdt- Ye 3 o 


t wt 
1 m 1 m 
ky [ feles i, | | fs 3 Yon 


di(texp(xi(£)) 
(Dd: SN RR a A 
QNx- (C. JE a= 2/20 T Xj- Litj ej(t)explx;()) 
E / ci(Dexpiu(t))dt + 2 In(1l + bik + Fik))nxt (0.0, 0) x). x € X. 
Ky - Q)Nx = È In(1 + dig + hig) + | [a;(s) - ¢{s)exp[xi{s)}— 


ds)explx;(s)) i4 
OE po mt | [loo -a ept- 


di(s)exp(x;(s)} 
gs) + Xia e (expl) lasts > In(] + by + hio EUN 22 In(] + big + hi)tg)uxi 
tU ls fierce. PRIS di(s)exp{xi(s)} 
G-p j a) -elderp O c PTS 


m 
EY In(1 + bik + hi)oads)na- 
kl 


显然 ON and KPU- ON 是 连续 算 子 . 对 于 有 界 开 集 Q CX, ONO) BH, Fi 
用 Arzela-Ascoli 定理 易 证 , Kp(I — Q)N(Q) 是 紧 致 集 , 因此 N EO EEL- 紧 的 . 
定理 4.1 ERERKEN) Ha) F, 系统 (4.2) 至 少 存在 一 个 正 的 w 周期 解 . 


证 明 : 下 面 我 们 需要 寻找 一 个 适当 的 有 界 开 集 Q 满足 定理 1.12 的 条 件 . 相应 于 算 
子 方程 
Lx - ANx,À € (0,1), 


78 


我 们 有 


Í zm)  -a[a()-eDexpixi() - dDexpta(t) J tt 


i Bilt) + Eji e(Dexplx;()) 
| Ax(DÜl-, -Am(u-bigthig) t-tg (k-12,--m) 


UL. x(0 =x) (i-12,-n) 
(4.5) 


Wx(t) = Ga (0,xo(0) aN € X ARB SHH WF AA (0,1) 的 解 . 对 (4.5) 式 
从 [0,w] 积分 ， 


7 d(fexplxi(£)) d auo ds 
[eo ~ e(t)exptx(t)) - BDF E userDexpix Oll * 2« In(| + big + hig) = 0 
即 
f m m: di(Dexpl{xi(D)} 
A i (nM — d 
| ath + Y I + ba +h l eO c a ene 
(4.6) 
由 (4.5) 和 (4.6) 得 
oS C A di(Hexp{xi()} 
[ou s patre {ees V c cse Dep 
$5 In(1- Bint hg) 
k=l 
= mwt Y In + by 4 hi) 
kal 
- rj. 
(4.7) 
Hix(/) e X, 知 存在 名 e [0,w] 使 得 
Xi(éi) = xum =1,2, n (4.8) 
由 (4.6) 和 (4.8) 式 
riw =: aj + Y Mm +b - hg) < J ci(t)explx;(1))dt < ciwexp{xi(é)} 
k=] 0 
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所 以 


x6) < In (49) 
由 (4.9) 和 (4.7) 式 
| f ri " 
x() < x(£)- Í LÀO de< (Ejro = E (4.10) 
0 iF 
另 一 方面 , 存在 ne [0,0] 使 得 
xi 四 = sup xi 人 (4.11) 
tef0 w] 
由 上 面 的 公式 , ms BERA, 28 007) =x); 2m = t JC EHI, x) = 
ait) 由 (4.6) 和 (4.10) 式 
no = del nl + bth < flo Despls(o)* + i 
< Flex exptay)) + SOLE y 
= [G+ Dlwexptxiny)} 
所 以 
xr) ll- Lg. (4.12) 
Bi 
x(t) > unt) - | [èD ldz = KR 2riw =: Lr (4.13) 
Bi 
由 (4.10) 和 (4.13) 式 | 
sup [x0 |< sup{| Ly 11 £7 I} =: Bi (4.14) 
teU w 


xls YH) =: M 


i= 
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显然 , Hz 的 选取 与 4 无 关 , 下 面 我 们 来 考虑 代数 方程 


f udi(Dexp{xi(D) 


( f la) -e(DexplsiD- c css expla) 


m 
+》 a(l + bin + Bi). (0,0, ,0) = 0. (4.15) 
k=l 


ue [0,1] 为 参数 . 利用 前 面 类 似 的 方法 得 上 < xili) E? 其 中 


AH; = supll Lr p) Lr i} < A; E. 


lx l< DE =: M, (4.16) 


izl 


所 以 M6 EERS UES. H x lis Mo BUM > max (M, Mori 
Q :- (x(f) = (31,32, Xn)! € X iI x ll M x(t 0) € O,k = 12 m] 


显然 对 于 x € OQ MA € (0,1) 有 Lx ANx BIO 满足 定理 1.12 的 条 件 (a)， 当 x € 
dQN kerL = QNR", x ÆR” 中 的 常 值 向 量 有 是 xll= M 因此， 


ONx = « i (at) — ei(Dexptxi() — A(Dexptx xdi 
: (+ Y; ejOexplxi) 
2 Ke d (4.17) 
i i37 + bik + hig))nx1,(0,0,-+ ,0) #0 
Oy 
再 构造 如 下 同 伦 映射 : 
hy(x) = HONX € (1 - n)6x,p € [0,1] (4.18) 
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其 中 Gx = 上 J (ait) ~ c(Dexplxi()dt-- — LES Fy € [0,1], 4,(00.n 
KerL) #0, 所 以 据 同 伦 不 变性 有 


deg(JON, NN KerL,0) = deg(G, QN KerL,0) #0 


至 此 我 们 已 经 证 明 Q 满足 定理 1.12 的 所 有 条 件 , 则 (4.4) 至 少 有 一 个 w 周期 
AB. x' (0) = G1 (0),25(0, 40)". Oy QD) = expxt (0), Sy’ = AOAO AT 
是 (4.2) 的 Q 周期 解 . 


4.2 具有 Holling 吊 类 功能 反应 捕食 者 食 脉 冲 系 统 


文 [21 讨 论 了 下 面 的 系统 正 周期 解 的 存在 性 


| WO =y (Ha - ai (ri) - Y. 
ayX(t)yi5 


i0 707a ~ a21(Dy2(D) + ENS 2.0/0) 


"yi OROS BLA RE ERE ER D EE 
现在 ， 我 们 考虑 脉冲 微分 方程 


N 
4 


| (0-01 (0- en (0- MO) (He e L2) 


| 20- = 2(0)(-an(t)- anys A) tuts Kee) (4.19) 
\ AViMlien = vith) 一 其 (不 ) = (big + hi)yi(0. t=t, (k=1,2,---m), 


这 里 bi 表示 种 群 y;(?) 在 4 时 的 出 生 率 , hr 表示 种 群 yi:(?) Ert BOE (hz < 0), 
HEA (hip > OME = 1,2;k- 1,2,…m)， 妇 称 为 脉冲 点 。 

本 节 , 我 们 假设 下 列 条 件 满足 

(H4) qi(DG = 1,2),a,(0,( = 1,2; j = 1,2,3) 具有 相同 周期 w 的 连续 正 周期 函 
Aba» OF + hi > O00 =1,2;k = 1,2, my 

(Hi) 存在 一 个 正 整 数 g 使 得 fg = te + obigen + gig = bint hn 2 0 不 失 一 
APE, BRAVE ty #00 = 1,2; = 1,2,…m) RIO 0] (t) = (1.0... ts), 因此 ,9 = m. 
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yit) = explxi(). G = 1,2) (4.20) 
则 系统 (4.19) 化 为 


ayx(texplxi(£) + xo(2)) 
"tti 

uH B i an2(thexp{2x) 

21) = a enel OH SOT DUX fF 620 

! Axion = X(t) - xi(fg) = mA + big hi), t= te (i= 1,2; k = 1,2, m) 

x;(0) = x(w), (i= 1,2) 


1 (0) = [ay (t) -a (Dexpb (0) - ]t#h, 


———————Ó m, 


一 一 一 一 一 一 


xin) = 12) 在 间断 点 处 是 左 连续 的 . 
引 理 4.3 RÈ = ((yi,yz)lyi > 0,1 5 1,2,) 是 系统 (4.19) 的 正 不 变 集 . 
考虑 系统 (4.19) 的 生物 学 意义 , RIIE > 0. 结论 显然 成 立 . 


引 理 4.4 x*(r) 是 系统 (4.21) 的 w 周期 正解 ， 则 in{x*(D)} = (ntt), Ino E3 
统 (4.19) 的 w 周期 正解 . 
我 们 将 利用 连续 定理 证 明 主 要 结论 . 为 此 , 我 们 需要 引入 一 些 函数 空间 。 令 


XO — FE fA ty ta, by 连续 ; 
C'[0,0;5,...t4] = (x: [0,0] — R?| x+0) M X(t—-0) YE t tt.. tn 处 存在 ; } 
X)  —Xx(t 0), k= 1,2,...m. 


X= (X € C[0,0,1;...15]]x(0) = x(w),llxlle = sup jixll,xe X) 
te[0,w] 
Uy ERAKI |. 的 Banach 空间 ， 且 
Z=XxR", lelb = llle + lx € Xy € R”. 


故 Z 是 具有 范 数 || .此 的 Banch 空间 。 
4 
DomL = (x € C!{0,w3t},...tm]|x(0) = x(w)}, 
L: Doml — Z, Lx = (X Ax(t),...Ax(m)), 
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N:X— Z. 


KerL = (x e Xx 2 h € RË}, 
o m 
ImL = {z= (f eie Cm) eZ f fods +5 cp = 0), 
k-l 


ay (Dexpba (0) + x20} 
dt) + expQ2xi(t)) 


azı (Nexp{2x1(1)} 
a, (t) + exp2oa (0) " 


AQ = fai) -a1 Mexp{xi@} - in 
Fld) = [-ax(0 - az Dexplxx(t)) + 


fQ0 7 (0. A0. 


Nx = ((fi())2x1, (n1 + bik + bik))axm.x € XG = 1,2; k = 1,2,---m) 


所 以 , ImL 在 Z 中 是 闭 的 ， 改 Z 是 指标 为 零 的 Fredholm 映射 定义 


1 t 
Px= z | x@dnx eX; 
0 


Oz = Of ets...cm) - Ct foods 》 a).0....0) 
0 (k=1) 
显然 算 子 P MO 是 连续 投影 并 使 得 
ImP = KerL, KerQ = ImL = Im(I- Q). 
RULE KS ETE. 令 Z = (facis... 0s) € IML AF fx € DomL C X Wise. 
x(t) = f(D, tx tk, 


Ax(ty) =c t= tkp k= 1,2,...m 


则 
x(t) = f fls)ds+ Deg + x(0), 
0 I» 
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EA x(t) € KerP, Bt EL [x()ds - 0. Ji 


ff reas [yan =0 


t wt 
1 m Í m 
x= | f(s)ds-- » ck 一 一 f(s)dsdt- Y cy — » cut. 
[/ = af [^ P X 
t wt 
] m 1 m 
Kyz- | f(sds* >》 cf 一 一 f(s)dsdt — * ck — Y crit 
pe [fiac | | toa Ea 


QNx = ET in + bik + Aix))2x1,(0,0,..-0))axm). x E XG = 1,2;k = 1,2, 
0 


Kall- ONx = (Soin + bat ha) + | fidis 
k=] 0 


12 m 1a 
-5 f fisdsdte Y n0 + big + haoa ~~ nL + bie + fadt) 
ea a kel ey 


XC zi 2-5 | di? a + bit hi)» ds). 


GR, QN MK- ON 是 连续 算 子 . 利用 Arzela-Ascoli 定理 , 不 难 证 
HONO, KI - QN(Q) 对 任意 Q c XX 中 的 有 界 开 集 是 相对 列 紧 的 因此 , N 
在 Q 上 是 5- 紧 的 . 


定理 4.2 BEREH (Ay AE ME 


TEE 2L.. 
E 012 + 了 十 ape t E 
n>a, n »()e1eh, (5 Bip)? i, 
djs ja tE 


则 方程 (4.19) 至 少 存在 一 个 w 正 周期 解 . 
证 明 : 现在 我 们 需要 找 一 个 合适 的 有 界 开 集 Q cc 了， 来 满足 定理 1.12 的 要 求 . 考虑 
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Lx=ANx, A€(0,1) 


有 
f VERE NE ay (Dexplxi (0) +x2(1)} 
Xi) = Alay (2) -a (expba (2) - Aah CER. x epal] ] tf, 
H . t 
jin) = All aep uen T 
| Axi(Dlran = xi) 7 xit) = Aln(1 + bye + hie), t=, (i= 1,2;k = 1,2, m), 
1 x(0)=x(w), (11,2). 


(4.22) 
假定 x(f} = (21 (0), (H) € X ERAADA. Ae (0,.1), 将 (4.22) 在 [0,w] 积 分 得 


[E ax expri) +221), 
l [ai() - aii (Dexpta (0) — MO ren] M2 b ebu-eh)- 0 


/ [-ax(0) ~ azi(Dexplx1(D}+ t + 2 In(1 + bog + hax) = 0 
0 


aj, (t) + expo (0) 
即 
f NEN ay2(Dexp{xi(t) + xo(0] 
[ t0 chuc hd = [Tan(dexpbe(0)+ al) exp (0) Jat 
f f E EE 0720508 
| ax(f)dt + l an (texp(m()}dt = doin + bt hu) + EX eeu 
X. » 
wo w 9 ayy(t)expGa(t) + x2(0)] 
[1930 ldt < 人 | dt 
tÈ In(1 + bint hig) 
=] 
= (a 5 In] + by + hg) 
Ei : 
=: 2rjw. 
(4.23) 
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w [^] w w 
; azz(Dexplxi(t)9 xa(t 
[Hear < fade azn (Dexpba (Oldie | AO di 


m 
HE In(1 bog + hzr)l 


< 2 laud + b In(1 + box + hog) (4.24) 
=] 
= %2G@pw+ D In + bop + Foe) 
=: rw. 
A AxA e X, EUEEXEZ; e [0,w] 使 得 
xé) = mun Hug = 1,2) (4.25) 
由 (4.25) 和 (4.23) 
no=: duos D+ big hn > fan(dexplx( ld > anexplri()o 
k=} 0 
所 以 
x (5) < Inf}, (4.26) 
ayy 
由 (4.26) 和 (4.24) 得 
xy(t) «xe + if laO ldt < Inf} e 2rio = Lt (4.27) 
ð ajl 
类 似 的 方法 得 


mw € f [-ani(Dexplxx(t)) + az;(0)]dt + $ In(1 + boy + hax) 
0 k=] 


< f I-anDexpbo (E) an Mt Dl + bar + a) 
0 


< (-anyexp{x2(E2)} + az2)w + Y In(1 + bog + hor) € (-axiexplxo(£2)) + r2) 
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则 
r-a 


xé) < Ps re 
故 
xxt) < (é) + | 1xx(1) ldt < in — 2) 25a = -L (4.28) 
另 一 方面 , 存在 ni € [0,0] 满足 
x(t) = sup x(0) (4.29) 
te[0,0] 


由 以 上 公式 ,如果 不 是 脉冲 点 , RNE = xin) MR; = ty 是 脉冲 点 , 我 们 
Fali) = xi) 由 (4.23) 和 (4.27) 得 到 下 列 结果 : 


aj(DexpbGa(t) + xx) 
ats(n) 


]dt 


rj = aw tE In(1 + big hay) < f [an (Dexptx (0) + 


P'taiDezpbri (y) PORRO 
: aa 人 


[auexpbaiGr)) + (e'i e ]o 


IA 


Bg 
re Het e 


— 


x1(9") 2 Inf 


从 而 , 
x) 2 nm) A Ix:C)dt 


n Ped (4.30) 


IL 
t~ 
=i 


aw = 


sE 


(DexpQ2xi(0) : 
flea expla) s se st o + but Aa) 
w 2 

een erpa e ay a el 


> I-anexpboiD) ao 


IV 
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BH 


25, 
aye | y n 
2 
GaP 


xim) 2 Inf 
d) 


从 而 


2L 一 
x(t) > x2(nt)- j| L0 di > In BS  )- 20 =: L5 
21 
0 


由 (4.27) 和 (43D 得 
vu | xi(2) [< suptl L7 L1; I} =: H; 


te[0,w 


lx lis $202 =: Mi 


i=l 


ERA; 不 依赖 于 4, 现在 ， 考 虑 下 列 代数 方程 
fO oa + dix hi)a1,(0,0,---,0) = 0 
0 k=1 


对 于 参数 ke [0.1]， 利 用 前 面 类 似 的 估 值 方法 ， 得 厅 <x) Lj 这 里 


Ly = Inf 8 
au 
get e- 
sE 6 Sup He 
Lj = In 


Lj = Int) 
ai 


n-a 
azı 


Lt = Inf ] 
这 里 
Hi = supll L; KM; |, H; hort. Eie 


llle YH =: Mp, 


i=l 
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(4.31) 


(4.32) 


(4.33) 


(4.34) 


所 以 MM 不 依赖 于 /. 这 就 证 明了 (4.32) 的 所 有 解 满足 | x I< Ma 4 M > max(M, M} 


HAH 
Q :- (x(t) = (xp x) EX x ll M, x(t +0) € Q,k = 1,2, m) 
显然 Lx = ANx , x € 00. Fld € (0,1) 因此 Q 满足 定理 1.12 的 条 件 (a) x c 


óQnkerL-0Q0nR^xjdégm vd, AAR xl 到 的 常数 向 量 ， 则 
QNx = (o Jj Fils)ds + In(1 bx t hix))ax1,(0,0, +++ ,0) (4.35) 
0 


现在 ， 我 们 考虑 同 伦 
hux) = uQNx + (1-p)Gx,p € [0,1] (4.36) 


这 里 
(ay (n) - ani G)expta (at + x in( + bue hy) 
azx(t)exp(2xi(2)) ite 1 = In(1 + bay + hay) 


ij 
Gx- i 0 
P [ (-ax(t) - aa1(thexp{xa(t)} + al) + exp2xi(0) 
我 们 知道 0& A, (80.0 KerL) pe [0,1] 并 且 注 意 到 =7, 因 此， 由 同 伦 不 变性 得 


deg(JON, QN KerL,0) = deg(G, QN KerL,0) #0 


现在 ， 我 们 已 经 证 得 满足 定理 !.12 的 所 有 条 件 ， 故 (4.20 在 Q 内 至 
少 存在 一 个 w 周 期 解 x*(@) = AOAO RT Sy}O = expl (0) Uy = 
10.950. YO) 是 方程 (4.19) 的 Q 周 期 解 ， 证 毕 。 
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第 五 章 ”生物 资源 的 最 优 脉冲 开发 策略 

生物 资源 是 一 种 可 更 新 的 自然 资源 , 能 够 根据 自身 的 特点 借助 于 繁殖 、 生 长 
而 不 断 的 进行 自我 更 新 , 保持 一 个 稳定 的 数量 . 如 果 对 其 进行 合理 的 利用 和 科学 
的 管理 , 就 会 取 之 不 尽 用 之 不 竭 . 如 果 采 取 掠 夺 式 的 过 度 开发 , 资源 将 会 遭 到 破 
IK, 甚至 枯竭 . 当然 对 生物 资源 不 加 以 利用 , 听 之 任 之 自生 自 灭 或 不 充分 利用 , 并 
不 一 定 使 资源 增加 , 而 是 徒然 一 种 浪费 . 因此 科学 的 开发 与 管理 生物 资源 是 非常 
重要 的 . 可 更 新 资源 的 开发 与 管理 , 不 仅 要 考虑 到 当前 的 高 产 , 而 且 应 考虑 到 保持 
生态 平衡 以 保证 长 期 的 高 产 ; 不 仅 考虑 到 产量 的 多 少 , 还 应 考虑 到 投入 产 出 所 获 
得 的 经 济 利润. 

生物 资源 的 优化 利用 问题 是 可 持续 发 展 问题 的 一 个 重要 组 成 部 分 , 历来 受到 
学 术 界 的 重视 . 国内 外 已 有 很 深入 的 研究 工作 , 取得 了 一 定 的 成 果 . 但 远 未 系统 化 
仍 有 大 基 的 问题 有 待 进一步 的 研究 解决 . 

对 于 自治 的 logistic 方程 


i-rxü- P x()-xo —— (5.1) 


其 中 x(#) 为 生物 种 群 在 t 时 刻 的 种 群 密度 , r KAERA ARa A BUR 
长 率 和 环境 的 最 大 容纳 量 . 
| 当 收 获 率 为 ADO= 常 数 和 MD = Ex (E 为 捕获 努力 量 ) 相应 的 捕获 方程 为 


i-rx( --h (5.2) 


i-rxl - 2) Ex, (5.3) 


XCU991. Clark 在 单位 捕获 努力 量 的 假定 下 , 分 别 对 (5.2)(5.3), 以 最 大 可 持续 均 
衡 捕获 为 管理 目标 , 得 到 最 大 可 持续 捕获 量 , 相应 的 最 优 捕获 努力 量 和 最 优 的 种 
群 水 平 . | 

系统 (5.2)(5.3) 反 映 了 更 新 资源 的 开发 的 动态 特征 , 但 它 是 一 种 理想 化 的 假设 ， 
即 捕获 行为 是 连续 时 间 发 生 的 , 因为 受到 现实 中 实际 操作 的 人 力 物 力 财力 等 因素 
的 限制 , 这 几乎 是 不 可 能 的 . 一 个 种 群 的 实际 生长 过 程 中 , 外 界 的 扰动 影响 常常 是 
瞬时 发 生 而 不 是 持续 的 , 这 种 脉冲 的 扰动 与 整个 种 群 的 持续 的 发 展 变化 过 程 相 比 
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ess era a Wop ERR RAEN 
只 是 瞬时 类 似 脉 溃 的 扰动 . 这 就 引出 了 所 谓 的 脉冲 捕获 问题 . 它 与 过 去 研究 的 持 
续 捕获 相 比 , 更 具有 现实 意义 , 因而 值得 研究 . 

对 于 生物 资源 进行 脉冲 开发 的 研究 问题 的 实际 意义 的 重要 性 是 不 言 而 喻 的 ， 
所 以 在 实际 问题 中 , 进行 合乎 现实 意义 的 脉冲 处 理 是 必要 的 . 正如 对 资源 的 开发 ， 
我 们 有 时 就 需要 对 其 捅 获 项 进行 脉 溃 处 理 . 

陈 兰 苏 在 2002 年 简 述 了 近年 来 脉冲 微分 方程 在 生命 科学 中 的 应 用 [0 其 中 
包 揪 在 药物 动力 学 , 种 群 动力 学 , 传染 病 模型 以 及 可 再 生 资源 的 最 优 管理 方面 的 
应 用 . 基于 这 样 的 实际 背景 , 本 章 考 虑 脉冲 捕获 策略 , 主要 介绍 作者 在 文献 23 中 
的 工作 . 据 作 者 所 知 , 目前 文献 少 有 可 更 新 资源 的 脉冲 开采 问题 , 

本 文 考虑 到 实际 的 可 操作 性 原则 , 我 们 将 假设 每 隔 固 定 的 时 间 T 对 种 群 进行 
一 次 脉冲 捕获 , 并 且 假 设 对 生物 种 群 服从 logistic 增 长 模型 的 情况 进行 研究 . 我 们 
将 用 一 种 全 新 的 方法 来 建立 对 logistic 方 程 建立 脉冲 捕获 方程 ; 
F a à eit P x)" BCO)ERN D. T 
1 N(to) = No. 


REN, K LE RRRS., (5.2) 和 (5.3) 相 同 ; hCN(D)) 为 通常 意义 下 的 捕 
HRA 6 是 Dirac APRA, 满足 6(0) = oo, 6(5) 20 for s OJE ASS d(s)ds = 1; 


s(t) 定义 如 下 : 
t=nT, neN, 


0, 
1-1 -l, tan, neN. 
显然 ， 在 不 发 生 脉 冲 捕获 的 时 刻 , 种 群 的 增长 将 遵循 jogistic 增长 曲线 ; 在 每 
个 nT 时 刻 发 生 脉 冲 捕获 , 种 群 以 Eh(N(D)) 被 收获 ,此 刻 种 群 的 数量 会 有 突然 的 变 
化 . 为 了 描述 这 个 特征 ,我 们 用 到 了 捕获 函数 &. 众所周知, 满足 条 件 
TR f 1 if 120; 
E i 0, if t<0. 


得 Heaviside BAAT NERA = 6. 因此 , te nT, s() = -1 Ho(s(n)) = 0, 也 
就 是 脉冲 捕获 行为 不 发 生 ; 车 := #7, (H =0 BOs) = 1, 此 时 的 捕获 量 CCzT) 满 
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Q(nT) = SE AEN Odi- fo" o(sq))ERQN(D)dt 

Eh(N(nT)). 

对 于 方程 (5.0) 的 没有 捕获 的 情形 , 可 以 利用 变量 分 离 法 来 求解 , 通 解 记 
H xlt toxo), 并 可 以 表示 为 : 


x(t,xo) := x(£,0, xo) = Ths pea ee £ xo = x(0). (5.5) 
考虑 到 生物 学 意义 , 我 们 总 假设 m = xlt) > 0. 经 过 时 刻 7 之 后 , 种 群 (5.0 的 密度 增 
KAx(T,y)—y =: fO), BI 


(e7 -1)x(K -y) 


lezi (=) 


JO) =: Ty) -7 = 


F iE ALTER HUE f) Ab X Hy = 方程 f(y) =0 有 两 个 根 ，, 


_ (-14VeT\K _ (-1-VeT)K 
peto = eg s 


340 « y « y I, f'(y) > 0; Sy <y, f"(y) <0. 因此 在 时 刻 T 内 种 群 最 大 的 变化 量 为 


rT 
32 .1* 
w := max f(y) = f(y) = ei (5.7) 
单位 时 间 种 群 最 大 的 平均 增长 为 
rT 
axl) _ fO) (e2 -DK 2 ~1PK 
T (e-r m 


接 下 来 讨论 两 种 形式 的 脉冲 捕获 方式 : 常 数 捕获 和 与 种 群 成 线性 关系 的 捕获 
首先 假设 按 Legistic 规 律 增长 的 种 群 在 时 刻 nT 受 到 常数 努力 量 的 脉冲 捕 
获 , 即 捕获 函数 AN) = 1, 所 以 每 次 的 收获 量 恒 为 常数 E, 在 这 样 的 假设 下 的 脉冲 捕 
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获 方程 为 


( dN N 
| =rN (1 = z) -é(s()) E, (5.9) 
L N(to) = No. 


方程 (5.9) 的 解 记 为 Nt to, No), MA x(t, to, xo) 表示 方程 (5.1) 的 解 . 
定理 5.1 如 果 0 < E « co, 则 方程 (5.9) 存 在 两 个 脉冲 周期 解 E21(f) MEA 


1 AEK 
一 一 -E-— 一 2. 
& (eT) i(x E- 1/K-2EK+E T |, Vne N, 
4 
een - 5 (k-5« V -2EK P - TE. |, Vne N. 


如 果 E = o, 则 方程 (5.9) 存 在 唯一 的 一 个 脉冲 周期 解 kD, Vn € N. ET) = 


证 明 : 令 TNT 
Eme 
FY) = fo-E- (eT yk 
其 中 f(y) 如 (5.6) 所 定义 . 若 0 <E « oo, M 
Ki -2EK E - T >0. 


易 知 方程 Fo) = 0 有 两 个 且 只 有 两 个 根 


4EK 
e —-1/' 


I | 4EK 
二 一 一 2.. 2 
ya ;[s E+ 4JK^-27bEK4E E 


N(T,0,y1) = x(T,y1)-E =x(T,y1)-y1 -E +yı 
29 fo)-Etn- FoDtn 
= y =N(0,0,y1), 


y= 5 (x-z- K2-2EK +E- 


因此 , 得 到 
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NQT,0,y) = NQT,T,N(T,y)) = NOT, T; yi) 
x(QT,T,y)-E 

x(T,y1)-E 

= yp 


It 


以 此 类 推 可 得 到 对 Yn e N, N(nT,0,y1) = yi. [A Zn e N, N(aT,0,y2) = y2 = 
N(0O,0,y2). WELD = N(,0,y1) RECN = NE, 0,2), MAE MEO 为 (5.9) 的 脉冲 周 
期 解 . 且 有 对 Yne N,& (T) 2 yi. &(nT) = yo. 

IRE = o, FG) = 0 有 且 只 有 唯一 的 一 个 根 yi = 六 = KB), BED.) A 
有 一 个 脉冲 周期 解 &n Bn € N, £T) = E-E). 

下 面 讨论 周期 解 的 稳定 性 问题 . 
定理 5.2 (1). WERE « co, 则 当初 值 No > y1, 随 着 1 一 +00 将 会 有 N(t,0, No) > £2(0); 
当 0 < No < yı BNG,0,No) 一 0. 

(2). 如 果 E = w, 则 当初 值 No > ;(K — E) 随 着 ! 一 +00 将 会 有 N(i,0, No) — ED; 
TM < 5(K- 司 78 N(t,0,No) > 0 

(3). WIRE > w, 则 对 YNo > 0, 都 会 随 着 ! 一 +00 AN(t,0,No) 一 0. 
证 明 : 如 果 y «y, WED = f(y) > 0; tu Sky > y, WEE = fo) < 0. 因此 推出 2 > 
y» y. 所 以 

K>K-E>y.>y>yi>0, 

且 当 0 « y <y Ry > yall], FO) «0; 当 y1 < y « yoF] F(y) > 0. 

假设 已 < o. 并 且 No > yo, 为 方便 起 见 , 记 N = N(nT,0, No). 那么 


Ni x(T,N)) - E = f(Ny) - No -E = F(No) + No < No. 
另 一 方面 , EAE No > yP EAE UH 
Ni = x(T Ng) E > X(T, yo) -E = N(T.0,y2) = &(T) = y2. 
类 似 地 有 


Na = NQT,0,No) = NOT, T, N1) = x T,Ni)) -E = FN) - Ni < Ni 
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and No = x(T, Nj) - E > X(T, y) - E =&(T) 2 9. XXEESADAS UT — P By FR 
的 单调 递减 序列 [Nn]. ERN) 有 极限 , 设 为 B, WEL > y». 
TEKER =y 用 反 证 法 . 假设 8 > yo, 则 


Nott -Na = Nu DT aT, Na) — Ns =x(T, NS) E - Ns F(N,), 


Zn ~ oo 得 到 0 = F(8). düF(y)-0 只 有 两 个 根 y! Hoo EZ B. 因此 8 = ya 
BP lim Np = y2. 由 极限 的 定义 ,对 任意 的 6 > 0, 存在 一 个 自 REN 满足 当 n > 
时 ,有 0< N,— ys <6. 

而 由 解 对 初 值 的 连续 相依 性 可 知 , 对 任意 的 s > 0, 存在 上 面 提 到 的 6 € (0,6), 
当初 值 满足 IN 一 yj! < 6, 在 将 来 的 有 限时 间 [0, 了 7) 里 , 方程 的 解 满足 Ix(t, Na) — 
x(t, ya) < E. 


又 根据 自治 系统 解 具 有 平移 不 变性 ,可 知 当 n > NAME [nT (n+ DDN, 


IN(5,0,No) -EDI = ING nT, Na)— N(G,nT.y2) 
= (x(t,nT, Nu) x(t, nT,y2) 
< x(t~nT,0,N) ^x(t - aT, 0, y2) « e. 


ERE BB St > NT ENGON) - £(D] x e, BHE < o, No > ott, 随 着 : o 
ENG, 0, No) > H). 

W y, < No < yo, 类 似 的 讨论 可 以 得 到 以 yz 为 上 界 的 单调 递增 序列 [N;)， 
易 if lim Ny =y, 与 前 面 的 证 明 类 似 , 当 E < wu, yp < No « yo. 时 , 随 着 ! 一 oo, 
"BN(t,0,No) > €2(2). 

定理 其 余部 分 的 证 明 方法 类 似 , 此 处 省 略 、 

由 定理 4.1 可 知 , 如 果 0 € E «oo =: max f(y), 系统 (5.9) 存在 两 个 脉冲 周期 
fies (D) MO). 又 由 定理 4.2 可 知 , OO BREN MAO 是 不 稳定 的 . 如 果 初 始 种 
BEN > y2 Bly < No < yo, WING, 0, No) 将 随 着 ! — oo 渐 近 收敛 到 脉冲 周期 解 &2(1). 
但 是 如 果 No 低 于 yi1, BANE O, No) 将 在 有 限 的 时 间 趋 于 0. 

URE > w = max f(y), 无 论 初 始 种 群 水 平 No 是 多 少 ,种 群 将 在 有 限 的 时 间 内 

WEE = w = max f(y), 系统 (5.9) 存 在 唯一 的 脉冲 周期 解 坊 D, BEAT) = KK- 
E) 它 是 半 稳 定 的 ,因为 当 No > ECT), 随 着 ! o ANG No) > £0); 而 当 No <ET), BE 
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着 1 — eo, ENU 0, No) ~ 0. 同时 我 们 得 到 时 间 T 内 的 最 优 捕获 量 六 = co, 也 就 是 单 
位 时 间 的 最 优 捕获 努力 量 允 

由 上 面 的 内 容 可 知 , 当 常 数 努 力量 E 超 过 限度 max (xo), 将 会 导致 不 能 控制 的 
开发 , MEHO <E < o = max f(y), 对 于 密度 过 低 的 初始 种 群 ,这 样 常 值 努 力量 开 
发 策略 也 是 不 可 取 的 . 因此 在 下 面 的 讨论 中 ,我 们 改变 捕获 函数 , BENO =N, 
每 次 的 捕获 量 与 当时 的 种 群 水 平成 正比 , 即 在 时 刻 nT, O(nT) = Ex(nT), O< E « V, 
于 是 脉冲 捕获 方程 写 为 如 下 的 形式 : 


( dN N 
uy (1 - x) (SEN, (5.10) 
| M(to) = No 


定义 5.1 (5.10) 0] HED 对 于 正 初 始 值 是 全 局 稳定 的 , 当 且 仅 当 对 于 (5.10) 的 任意 
其 他 解 N(t,t0,No) 满足 : 

lim. IMC, to, No) -EO = 0. 
定理 5.3 WURO«E«1-677, 系统 (5.10) 存在 唯一 正 脉冲 周期 解 上 0 满足 


(e*(-£)- DK 
eT -1 


(nT) =F = 


此 外 , EO 对 任意 正 初 始 值 是 全 局 吸引 的 ， 


证 了 明 : 令 
GO) = x(T,y) - Ex(T,y) -y = Q - EUG) ty) -» = (1- Ef 0) - Ey 
(0 - EXe'* -1XK —») -E 
~ (eT-DycK i 
当 0 <E<1-e-"T 时 ,方程 G60) = 0 有 唯一 的 正 根 


e74- -OUE 


E (5.11) 


= 


240 <y < y Hj, GO) > 0; 4y > 3 时 , GO) < 0. 
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EL TORRES (t 0,9) 是 (5.10) 的 脉冲 周期 解 . 因为 有 
N(L,0,9) = x(T.5) -Ex(T.) = GG) 5 =F, 


以 及 
NQT,0,5) = NQT,T,N(T,9)) = NQT,T,j) 


= (0 - ExXQT,T,) = (1 -Ex(T,5) = GG) +H =F. 


以 此 类 推 ,可 以 证 明 对 任意 的 ne N, 有 
N(nT,0.5) = 5. 


所 以 , (5.10) "RE AIEK ARREO := N (6,0, y) ET) =F. 
FREE) 的 全 局 吸引 性 . 
假设 No > F > 0, FEIGHEN, := N(nT,0,No), ne N. 显然 有 


Ni = N(T,0, No) = x(T, No) - Ex(T, No) = G(No) + No < No. 
以 及 No > y HT 
N = N(T,0,No) = (1 - E)x(T, No) > (1 - E)x(T, 9) = N(T,0,5) = y. 


用 与 定理 4.2 同 样 的 证 明 方法 可 以 得 到 ;< No < Ni 因此 得 到 了 以 ;为 下 界 的 
单调 递减 序列 {Nj, 它 必 然 存在 极限 , 设 为 y 2 y. 
如 果 y > jp AER SEBUF TIR. 因为 


Nasi — Na x((n+ VT, nT, Na) - Ex((n+ DT, nT, Nn) -Np 
= x(T, Np) - Ex(T,N4) - Nn = G(N,), 
于 是 有 G(y) = 0 而 CGO) = 0 只 有 一 个 正 根 % 产生 矛盾 . 这 表明 
Ji No = 
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由 极限 的 定义 ,对 任意 的 5 > 0, 存在 一 个 自然 数 N 满足 当 n > N 时 ,有 0 < N-I <À. 

而 由 解 对 初 值 的 连续 相依 性 可 知 , 对 任意 的 s > 0, 存在 上 面 提 到 的 6 e (0, &), 
当初 值 满 足 |N; — y] « 6, 在 将 来 的 有 限时 间 [0,7T) 里 ,方程 的 解 满足 |x(t, Nn) - x(t, 3) < 
€. 


又 根据 自治 系统 解 具有 平移 不 变性 ,可 知 当 n> Nt e [oT (n. - DT), 


ING,0, Ng) -E = I0- Dl, nT, N -x(t anT, P) 
il -El Ix(t - AT, Na) — x(t - nT,y)| 


li 


< (1-Ee. 
则 对 任意 的 No > SAT, 
im, IN (1,0, No) -EC = 0. 
同 理 可 证 当 0 < No < jt, 


Jim INCE, No) —é(D| = 0. 
所 以 ,<(0 对 任意 的 初始 值 都 是 全 局 渐 近 稳定 的 . 证 毕 . 
注意 到 如 果 E = 1-e77, 得 到 


eT(1-E)-1)K 
£(nT) = a UE =0. 


因此 我 们 有 下 面 的 结论 : 


定理 5.4 如 果 E > 1 一 e"7 PEX KEKA. 
因此 渔民 将 决定 怎样 进行 捕获 . 由 定理 2.3 知 , 脉冲 时 刻 7 是 固定 的 ,投入 的 捕 
获 强 度 为 E 时 , 则 单位 时 间 的 持续 捕获 量 为 


EK(e? -1—eT E) 


T(eT-1ü0-5 -A` (5.12) 


Y(E)- 
我 们 想 要 求 出 最 优 的 E* 使 得 Y(8) EE = E* 达到 最 大 . 这 也 即 是 求 ZE) ME 
题 . 
K(E?g —2Ee™ +eT—1) 


"O= nerna h 
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-rT 
WE? -2E - eT 410, 所 以 五 = l+e 2. 由 定理 2.3 


En 
E'-i-e2. (5.13) 


并 且 


~2e7T k 


TV PAD rm eT EN E«1-e'f, 
TCIREYÜ-E-e Tem) o VO«E«1-e 


Y"(E) = 
ME = E'R}, 达到 最 大 值 Y(E). 将 (5.13) 式 代入 (5.11) 式 , 得 到 


EUS yo (5.14) 


e2 +] 
将 (5.13) 式 代 入 (5.12) 式 , 可 以 得 到 最 大 的 持续 产量 Y(E*): 


rT 
E*K(eT -1-eTE"*) D: Ke 2. 1? 


KE-TWeT-Dd-E) -Tr 


(5.15) 
以 上 可 知 当 投 入 的 捕获 强度 为 E* 时 , 我 们 得 到 的 最 优 持续 捕获 量 为 Y(E*) 以 及 相 
应 的 最 佳 种 群 水 平 x*(7). 

与 文献 [30Clatk 所 得 到 的 结果 比较 , 最 优 持续 捕获 量 虽 然 相 同 , 但 是 我 们 的 
结果 比 文献 [30 更 具有 可 操作 性 . 

有 时 渔民 并 不 改变 捕获 努力 量 而 是 改变 捕 色 的 周期 . 因此 下 面 我 们 来 讨论 
当 E 固定 时 的 最 优 的 捕获 策略 ， 


由 (5.12), 得 到 

T-)u-E 
A X ) 
KE BET 
I-E T ' 


ET) = 
(5.16) 


yp) = Eze T Etre TTE 2071 -1-e )KE 
* 7 T*(-1 teTy ~E -eT +e~TE) , 
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4g (T) = 0, 所 以 
H(T):- E-e' T Ec re TE 4287 1g ?IT = 0, (5.17) 
易 知 70 We? = 1—E, 
H(To) = -E(1- E)In(1 — E) > 0. (5.18) 


并 且 
jim H(T) = E-1 « 0. (5.19) 


由 (5.18) 和 (5.19), 知 存在 7* > Ty = 4-5 使 得 H(T*) = 0. 而 且 ， 
H'(T) = 2re "T +2re ?'T +2rEe "T -PETe"T, 


当 T > Tol, 

H'(T) = re 11 (-24. 267? 42E — ErT) <0. (5.20) 
eu m > To » 0. 由 (5.20), H'(T*) = g"(1T*) «0, TLT = T* > 
s 可 以 得 到 最 大 的 可 持续 产量 . 

下 面 我 们 将 证 明 连 续 捕 获 要 优 于 脉冲 捕获 , 然而 后 者 比 前 者 更 加 具有 可 操作 
性 , 具有 实际 意义 . 
首先 , 由 (5.15) 式 知 Y(E*) 是 关于 7 的 减 函数 . A 


"T 
Ye(T)- s 
则 
"m 
Ya. (T) = = 


rT . 
容易 证 明 当 7 > 0 时 ,rTe 2 -er7+1< 0. 即 脉冲 周期 越 小 , 捕获 的 越 多 . 
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下 面 我 们 来 找 (5.12) 的 最 大 值 . (5.12) 可 以 写成 如 下 形式 : 


EK(e? -1—eT E) 


令 
( OY KT 2B ee - D 
Eri 8E T(eT — 11— EY — M5 
Lar FCIte -E-e" te TE) 
Bp 
f SHE 
{ E=l-e 2 
(E-e Etre " TTE*2e 1 -1-e 4? =0, 
(5.23), 得 到 


—rT 


(1-eTy-a-e 2 y4-e7 erTe 7) - 0. 


然而 , AT > OW, 


-rT 


(1-eTY -(1-e 2 Yy1-e7 erre) » 0. 


下 面 我 们 来 证 明 (5.25) 式 . 
tn T > 0, 


-rT 


(-e"Ty-ü-e 2 Y1-e"T erTeT) » 0 
€ ye-cyetclnc>0, HH 0«cc-zeT «1 


€ l-c+ vclnc» 0. 


4 


L(c) 2 l-c- Yelne, 
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(5.21) 


(5.22) 


(5.23) 


(5.24) 


(5.25) 


则 
Fo = At +— 


= 一 上 十 


令 
J(c) =2 yc -1nc- 2, 
QW, 40 «c «1t 


j ] 1] 
Pee aim 


所 以 
He) > J(1) =0, 
即 
| Ue) «0. 
所 以 
L(c) > L(1) - 0. 
证 毕 . 


所 以 方程 (5.24) 不 存在 任何 正 根 , 也 就 是 说 , AT > 0 时 函数 Z(E, T) 不 存在 最 
大 值 和 最 小 值 . 事实 上 , 由 (5.15) 式 , 知 当 7 趋 进 于 0 时 , YE) 将 达到 最 大 值 ， T. 
， 男 一 方面 , 与 Clark 的 结论 进行 比较 , 4 (E, T) 越 趋 进 于 (0,0) 时 , 收获 越 多 . 因此 如 
果 不 考 虑 实际 的 可 操作 性 原则 , 连续 捕获 是 最 优 的 . 

最 后 我 们 可 以 得 到 出 结论 : 

当 脉冲 捕获 函数 是 常数 时 , 在 一 定 的 条 件 下 , 可 能 有 两 个 脉冲 周期 解 ; 可 能 
一 个 脉冲 周期 解 . 当 有 一 个 脉冲 周期 解 时 , 是 半 稳 定 的 . 就 是 说 当 常数 努力 量 超过 
限度 , 将 会 导致 不 能 控制 的 开发 , 即使 有 0 <E < w = max fO), 对 于 密度 过 低 的 初 
始 种 群 , 这 样 常 值 努 力量 开发 策略 也 是 不 可 取 的 . 因此 这 种 情况 下 不 存在 最 优 的 
持久 收益 . 

当 脉 冲 捕获 函数 是 为 比例 型 捕获 时 , 在 一 定 的 条 件 下 存在 一 个 全 局 吸引 的 肪 
冲 周期 解 , 当 7 固 定时 , 以 及 当 E 固 定时 的 最 优 的 捕获 策略 ; 如 果 7 和 有 同时 变化 时 ， 
当 (E,7) 趋 进 于 (0,0) 时 , 得 到 最 优 的 捕获 策略 . 即 脉冲 时 刻 的 间隔 趋 于 0( 此 时 变 为 
连续 的 捕获 ) 我 们 得 到 的 捕获 策略 与 Clark 的 结果 是 一 致 的 . 
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结 论 


本 论文 第 二 章 利用 锥 不 动 点 定理 证 明了 Lotka-Volterra 型 一 阶 脉冲 微分 方程 
和 具有 有 限时 湾 的 一 阶 脉冲 微分 方程 的 周期 边 值 问 题 存在 多 个 周期 正解 的 充分 
条 件 , 举 出 具体 的 满足 一 定 条 件 的 生态 数学 模型 的 例子 , 我 们 得 到 的 结果 是 最 优 
的 . 

第 三 章 证 明了 二 阶 脉 冲 微分 方程 周期 边 值 问题 周期 正解 的 存在 性 , 并 且 利 
用 Leray-Schauder 抉 择 定理 利 锥 不 动 点 定理 得 到 了 有 奇异 的 二 阶 脉 冲 微分 方程 周 
期 边 值 问题 存在 多 个 周期 正解 的 充分 条 件 . 

第 四 章 利用 重合 度 理论 证 明了 多 种 群 互惠 系统 和 两 种 群 捕食 系统 至 少 存在 
一 个 周期 正解 . 

第 五 章 给 出 经 典 的 Logistic 模 型 的 脉冲 捕获 策略 问题 . 

本 文 的 主要 特点 在 于 : 利用 锥 不 动 点 理论 和 Leray-Schauder 抉 择 定理 系统 的 
研究 了 一 阶 、 二 阶 脉 冲 微分 方程 周期 边 值 问题 周期 解 的 存在 性 问题 并 给 出 了 具 
体 的 实例 , 至 今 , 国内 外 学 者 对 一 阶 、 二 阶 脉冲 微分 方程 周期 解 问题 的 讨论 绝 大 
多 数 均 是 利用 上 下 解 理论 ; 利用 重合 度 理 论 讨 论 了 具体 的 多 种 群生 态 数 学 模型 的 
周期 解 的 存在 性 ; 用 一 种 全 新 的 方法 对 经 典 Logistic 模 型 建立 了 脉冲 捕获 方程 给 
出 了 脉冲 捕获 策略 . 

显然 可 以 看 出 , 本 文 所 考虑 的 系统 均 是 固定 时 刻 的 脉冲 微分 系统 . 而 且 对 于 
二 阶 脉冲 微分 系统 的 讨论 中 , 由 于 我 们 主要 是 利用 锥 不 动 点 理论 , 其 等 价 的 积分 
微分 方程 的 格林 函数 的 导数 的 符号 不 能 保证 它 是 正 的 , 因此 我 们 只 给 出 了 函数 导 
数 有 脉冲 而 函数 是 连续 的 情况 的 周期 解 的 存在 性 的 充分 条 件 . 而 对 于 函数 及 函数 
的 导数 都 有 脉冲 情况 的 周期 解 的 存在 性 还 可 以 进一步 研究 . 众所周知 , 随机 脉冲 
微分 系统 研究 将 更 具有 实际 意义 , 因此 对 于 随机 脉冲 微分 系统 的 周期 问题 及 单 种 
群 随机 脉冲 开发 的 优化 问题 也 是 一 个 可 以 进一步 研究 的 问题 . 
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